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6.2 Orthogonalité : rappels

Soit A une matrice de taille n ⇥m. Alors AT
est de taille m ⇥ n.

1 Les lignes de AT
sont les colonnes

�!a i de A ;

2 AT�!x =
�!
0 si et seulement si

�!x ? ImA ;

3 Les coe�cients (ATA)ij sont les produits scalaires
�!a i ·�!a j ;

4 Les colonnes de A sont orthogonales si et seulement si ATA

est diagonale ;

5 Les coe�cients de AAT
sont les produits scalaires des lignes

de A ;

6 Les lignes de A sont orthogonales si et seulement si AAT
est

diagonale.



6.4.1 Le procédé de Gram-Schmidt

But. Trouver une base orthogonale ou orthonormée d’un

sous-espace W de Rn
.

Idée. Utiliser de manière inductive les projections orthogonales. On

considère dans R4
l’hyperplan W donné par l’équation

x1 + 2x2 + x3 + x4 = 0.

1 On cherche d’abord une base, par exemple celle proposée par

la méthode de Gauss :
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6.4.1 Le procédé de Gram-Schmidt
1 On a donc une base B =

⇣�!
b 1,

�!
b 2,

�!
b 3

⌘
de W .

2 On pose
�!c 1 =

�!
b 1, il faut bien commencer quelque part.

3 On calcule la projection orthogonale de
�!
b 2 sur Vect{�!c 1} :

b̂2 =
�!c 1 ·

�!
b 2

�!c 1 ·�!c 1

�!c 1 =
2
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4 On change
�!
b 2 pour le rendre orthogonal à

�!c 1 :

�!
b 2 � b̂2 =

0
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6.4.1 Exemple, suite

Maintenant que nous avons une base orthogonale du plan

V = Vect{�!b 1,
�!
b 2}, à savoir (

�!c 1,
�!c 2), les formules de projection

sont à notre disposition pour calculer b̂3 = projV
�!
b 3 et

�!c 3 =
�!
b 3 � b̂3.
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6.4.1 Exemple, fin

Nous avons ainsi construit une base orthogonale

C = (
�!c 1,

�!c 2,
�!c 3) de W . Elle jouit des propriétés suivantes :

1 Le vecteur
�!c 1 =

�!
b 1 ;

2 Le vecteur
�!c k est combinaison linéaire des vecteurs

�!
b 1, . . . ,

�!
b k , en particulier c’est un vecteur de W ;

3 On voit inductivement que
�!c 1, . . . ,

�!c k engendrent le même

sous-espace vectoriel que
�!
b 1, . . . ,

�!
b k , si bien que C est une

base de W .



6.4.2 Le procédé de Gram-Schmidt : théorie

But. Trouver une base orthogonale ou orthonormée d’un

sous-espace W de Rn
.

Idée. Utiliser de manière inductive les projections orthogonales.

Soit (
�!u 1, . . . ,

�!u k) une base de W , sous-espace de Rn
.

Théorème

Les vecteurs suivants forment une base orthogonale de W .

1
�!v 1 =

�!u 1 ;

2
�!v 2 =

�!u 2 �
�!u 2 ·�!v 1

k�!v 1k2
�!v 1 ;

3
�!v k =

�!u k �
�!u k ·�!v 1

k�!v 1k2
�!v 1 � · · ·�

�!u k ·�!v k�1

k�!v k�1k2
�!v k�1.



6.4.3 Démonstration

Pour construire
�!v 2 on soustrait à

�!u 2 sa projection orthogonale

sur le sous-espace W1 = Vect{�!v 1}, pour ne garder que la

composante orthogonale à W1.

�!v 2 =
�!u 2 �

�!u 2 ·�!v 1

k�!v 1k2
�!v 1

Pour construire
�!v i+1 on soustrait à

�!u i+1 sa projection

orthogonale sur le sous-espace Wi = Vect{�!v 1, . . . ,
�!v i}, pour ne

garder que la composante orthogonale à Wi . La famille

{�!v 1, . . . ,
�!v i} est orthogonale, les formules s’appliquent !

�!v i+1 =
�!u i+1 �

�!u i+1 ·�!v 1

k�!v 1k2
�!v 1 � · · ·�

�!u i+1 ·�!v i

k�!v ik2
�!v i



6.4.4 La factorisation QR

Une interprétation de l’algorithme de Gram-Schmidt se fait sous

forme de factorisation, que nous retrouverons dans la section

suivante sur la méthode des moindres carrés.

Définition

Soit A une matrice m ⇥ n dont les colonnes sont libres. Alors il

existe une factorisation A = QR où les colonnes de Q 2 Mm⇥n(R)
sont orthonormées et R 2 Mn⇥n(R) est triangulaire supérieure et

inversible avec des coe�cients diagonaux strictement positifs.

Preuve. On applique par exemple la méthode Gram-Schmidt pour

obtenir une base orthogonale Q de ImA à partir des colonnes de A

(sans en changer l’ordre), puis on normalise les vecteurs. On forme

Q avec ces vecteurs (colonnes).



6.4.4 La factorisation QR

La k-ème colonne de A est combinaison linéaire des k premières

colonnes de Q et le dernier coe�cients est toujours positif. On

constate cela en utilisant les formules du Gram-Schmidtage, ou

alternativement on se souvient que la base orthogonale construite

consiste à soustraire à
�!a k sa projection orthogonale sur l’espace

engendrés par les colonnes précédentes. Après normalisation le

k-ème coe�cient reste positif.

La matrice R a pour colonnes ces coe�cients :
�!r k = (

�!a k)Q. ⇤

Exemple. Soit A =

0
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6.4.4 Exemple① Gram-schicht : E = (1) ,
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6.5.1 Méthode des moindres carrés

On cherche la“meilleure solution possible”d’un système

incompatible A�!x =
�!
b , où A est une matrice m ⇥ n.

Définition

Un vecteur x̂ 2 Rn
est une solution au sens des moindres carrés

pour le système A�!x =
�!
b si, pour tout

�!x 2 Rn

k�!b � Ax̂k  k�!b � A�!x k

Comme A�!x 2 ImA, le système est incompatible si
�!
b 62 ImA.

Le vecteur le plus proche de
�!
b dans ImA est sa projection

orthogonale

b̂ = projImA
�!
b



6.5.1 Moindres carrés : problème équivalent

Pour trouver les solutions x̂ du système incompatible

A�!x =
�!
b

au sens des moindres carrés, il faut résoudre le système

Ax̂ = b̂

Remarque

Il y a en général une infinité de solutions au sens des moindres

carrés, à moins que l’application linéaire représentée par A ne soit

injective.

Sans calculer b̂ que peut-on faire ?

compatible



6.5.1 Moindres carrés : problème équivalent

Supposons que x̂ soit solution au sens des moindres carrés, si bien

que Ax̂ = b̂ = projImA
�!
b .

Alors 5 - 5 + ImA et 5-5 = 5- An

donc -A 1 ai Vi. Autremet dit

i . (5-A) = o Fi

-A)tT-

méquation nomale

(ATA(5)



6.5.2 Equation normale

Théorème

L’ensemble des solutions de A�!x =
�!
b au sens des moindres carrés

est égal à l’ensemble non-vide des solutions de l’équation normale :

ATAx̂ = AT�!b

Preuve. Soit x̂ une solution de l’équation normale. Nous devons

montrer que Ax̂ = b̂. Nous savons que AT
(
�!
b � Ax̂) =

�!
0 . Le

vecteur
�!z =

�!
b � Ax̂ est donc orthogonal à ImA. Mais alors

�!
b = Ax̂ +

�!z

avec Ax̂ 2 ImA et
�!z 2 (ImA)?.

Cette écriture est unique : Ainsi

Ax̂ = b̂. ⇤



6.5.2 Equation normale

Théorème

L’ensemble des solutions de A�!x =
�!
b au sens des moindres carrés

est égal à l’ensemble non-vide des solutions de l’équation normale :

ATAx̂ = AT�!b

Preuve. Soit x̂ une solution de l’équation normale. Nous devons

montrer que Ax̂ = b̂. Nous savons que AT
(
�!
b � Ax̂) =

�!
0 . Le

vecteur
�!z =

�!
b � Ax̂ est donc orthogonal à ImA. Mais alors

�!
b = Ax̂ +

�!z

avec Ax̂ 2 ImA et
�!z 2 (ImA)?. Cette écriture est unique : Ainsi

Ax̂ = b̂. ⇤



6.5.2 Exemple

Soit A =
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On cherche toutes les solutions au sens des moindres carrés de

l’équation incompatible A�!x =
�!
b .

On résout donc l’équation normale ATAx̂ = AT�!b .



6.5.2 Exemple, suite

A== (11

AT5 = (E) L'équation nomle andam

(3m
: + (() + t(i))teR]s

de

moindres carrés



6.5.2 Exemple, fin

① Vect()) = VA = Ve(ATA).

②A = A() = () = 5 =pim

②EtA d 5-5 =+ AA

-

1

(
Ce vector mesure l'erreur de la solution

& L'errar quadratique 115-511 =V = 4
=



6.5.3 Question de l’unicité

Soit x̂ une solution au sens des moindres carrés du système

A�!x =
�!
b .

Définition

La norme du vecteur
�!
b � Ax̂ est appelée écart quadratique.

Théorème

La solution x̂ au sens des moindres carrées est unique si et

seulement si les colonnes de A sont libres, ce qui est équivalent à

exiger que la matrice ATA est inversible.

Si ATA est inversible, alors on tire de ATAx̂ = AT�!b que

x̂ = (ATA)�1AT�!b



6.5.3 Preuve

Supposons d’abord que les colonnes de A sont libres, si bien que le

noyau de A est nul. On va montrer que la matrice carrée ATA est

inversible en prouvant que son noyau est nul aussi.

Supposa que
ATA = 0

,
alor An 1ImA

Or Ac etmA et aussi a AmA)t
.

Donc

An =
·
Comme KerA-Sh

,
en Eo.

Réciproquement si ATA est inversible
,
ATA

est injective. Dow momber que les colonnes de A

sat libres
,
calculas la royan de A . Si

An = dans ATA = AT . 5 =. Por

hypothèse, et = A
.



6.5.3 Exemple

Soit A =

0
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La solutions au sens des moindres carrés de l’équation incompatible

A�!x =
�!
b est unique puisque les colonnes de A sont libres.

On préfère la méthode plus e�cace de l’équation normale !

On calcule ATA =
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On calcule encore

b̂ = AT�!b =
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6.5.3 Exemple, fin



A.9 Le corps F4

Nous avons rencontré les corps Fp qui ont un nombre p, premier,

d’éléments. Il s’agit des nombres entiers modulo p que l’on

considère comme les restes possibles de la division par p.

Remarque

Les entiers modulo 4 ne forment pas un corps car 2 · 2 = 0. Le

produit F2 ⇥ F2 non plus car (1, 0) · (0, 1) = (0, 0).

Nous allons maintenant remplacer les entiers par les polynômes

F2[t] et la division euclidienne par la division polynomiale.

1 Les restes de la division par un polynôme de degré un sont de

degré 0, il n’y a donc que 0 et 1...

2 On choisit donc un polynôme de degré 2.



A.9 Le corps F4

Les restes de la division par un polynôme de degré 2 sont de degré

plus petit, on travaille donc dans l’ensemble

{0, 1, t, t + 1}

Nous connaissons tous les polynômes de degré 2, il s’agit de

t2 = t · t, t2 + t = t · (t + 1), t2 + 1 = (t + 1)
2
et t2 + t + 1.

Remarque

Si on choisit un polynôme non irréductible, le résultat n’est pas un

corps, car il existe deux restes non nuls dont le produit est nul.

Définition

Soit p(t) = t2 + t +1. La somme et le produit de restes de division

par p(t) font de {0, 1, t, t + 1} un corps à quatre éléments, F4.



A.10 L’addition dans F4

L’addition est donnée par l’addition des polynômes :

+ 0 1 t t+ 1

0 0 1 t t + 1

1 1 0 t + 1 t

t t t + 1 0 1

t+ 1 t + 1 t 1 0

1 La symétrie de la table montre la commutativité.

2 Les zéros dans la diagonale montrent que chaque élément est

son opposé.

-



A.11 La multiplication dans F4

Le produit est donnée par le produit des polynômes :

+ 0 1 t t+ 1

0 0 0 0 0

1 0 1 t t + 1

t 0 t t + 1

t+ 1 0 t + 1

Calculons t · t et les autres produits manquants. La clé de ces

calculs est le fait que t2 + t + 1 = 0 puisque le reste de la division

d’un polynôme par lui-même est zéro. Ainsi

t2 = t + 1

%



A.11 Quelques produits

=
t . ( + 1) =


