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4.6.1 Remarque importante

Soit A une matrice de taille m ⇥ n.

Théorème

dim ColA = dim LgnA

1 Le nombre de lignes linéairement indépendantes est égal au

nombre de lignes contenant un pivot.

2 Le nombre de colonnes linéairement indépendantes est égal au

nombre de colonnes contenant un pivot.

3 En résumé, dim ColA = dim LgnA car les deux dimensions

cöıncident avec le nombre de pivots !



4.6.1. Le cas d’une matrice 2⇥ 2.

Si A = (88) ,
alors di LgnA = 0 = dir ColA.

Supposera que 70
,

alor A = (ab) .
si

les deux colonnes sont proportionnelles, dim ColA =
1

.

On pet supposer que () = (Xa ) pow unXER.

A =()
12

as : a = 0

,
aussi a = o et comme A0

, dimignA = 1
-

Lor la 2e ligue est non nulle.

2e c : ao (aXa) a deux lieet-

proportionnelles
ar(xc) = E .

(a xa) .
Ici aussi

dem IgnA = 1
.



4.6.2 Le rang

Soit T : V ! W une application linéaire entre espaces vectoriels

de dimensions finies.

Définition

Le rang de T est la dimension de l’image de T :

rangT = dim ImT .

Soit A une matrice m ⇥ n, représentant une application linéaire

Rn ! Rm
.

Définition

Le rang de A est la dimension de l’image de A : rangA = dim ImA.

Théorème du rang

rangT + dim KerT = dimV



4.6.2. Préparatifs.

On se ratère an as d'une application linéaire

R- Re
, représentée par AEMmxn(R).

① On Choisit une base B = Ces
, ..., en) de V

e = (fe ..., fm) deN

② On considère la composition suivante

Si
,
werm

(t)ment-ton
(T(ce

,
+ - - +a)eP
[T(x

, e
,
+ -- +oen)



4.6.2 Le Théorème du rang

Théorème

rangT + dim KerT = dimV

1 Grâce aux coordonnées on identifie V avec Rn
et W avec Rm

.

2 Ainsi on identifie T avec une application linéaire S : Rn ! Rm
.

3 Celle-ci est donnée par multiplication matricielle

�!x 7! A�!x = S(�!x ).

4 dim KerA = nombre de colonnes sans pivot

5 dim ImA = rangA = nombre de colonnes-pivot

6 nombre de colonnes-pivot + colonnes sans pivot = n. ⇤



4.6.2 Idée de la preuve générale.

Si dim V = n
,

dinkert = In a

VerT <V
.

On Choisit we base (e
, ---,ea)

de KerT
. Grâce an Théorème de la base complétée

it existe eat ,..., en ta
Les

, ---, ea , tat-- ,
en) est une base de V

Alor ST
, ...,

Them)
,
Tenti) , -.,

Then]] ergendent
b Il

O

Donc LTLean) ...., Then)]!
: -wMai T/recthea

.en]
est injective car

KerTnU =
40)

.-

U

Daenomlibee

de neA



4.6.2 Exemple

Considérons l’application linéaire T : P2 ! R2
définie par

T (p) =

0

@ p(0)

p(1)

1

A

pour tout polynôme p de degré  2.

Nous allons

1 calculer le noyau,

2 en déduire la dimension de l’image grâce au Théorème du

rang, et

3 interpréter ce résultat pour conclure que deux zéros d’une

fonction polynomiale de degré  2 déterminent le polynôme

en question à un facteur près.



4.6.2 Exemple 1. t(p(t)
KerT = (ptPz)p(0) = 0 = p(s)] t )p(t)

= (ptPz) p(t) = a. t . (t=) powmaER]
=
Vect & t(t-1)]

,
de dimension 1

.

Par leThérèse du
rang , rargT+ dimHert =

3
im

donc rangT =
2 = dim R2

= 2

Arri T est surjechte car Aut = R2

L'interprétation suit : si plt) s'annule en O et

en 1
,

alors pht) = a . t . (t-1) pour a ER.



4.6.2 Exemple, suite

Considérons l’application linéaire T : P2 ! R3
définie par

T (p) =

0

BB@

p(0)

p(1)

p(2)

1

CCA

pour tout polynôme p de degré  2.

Nous allons

1 calculer le noyau,

2 en déduire que T est surjective grâce au Théorème du rang, et

3 interpréter ce résultat pour conclure que trois points du

graphe d’une fonction polynomiale de degré  2 déterminent

uniquement le polynôme en question.



4.6.2 Exemple 2.

Si plt) = a + b7 + ct2 s'annule en 0
,
1 et 2

p(o) = a = 0

p(1) = a + b+ c = 0 3 ainsi a = b = c = 0

p(2) = a + 2b+ 4c = 0

KerT = <03 ,
dimkert =

PorteTréorère du
ang , angT = 3 =

dim Py
.

Dac T est rijective car KerT=do]
est sujective cr AT= R

Interim :Portejil existe un unique pe P2 ta

(p) = (g)



4.6.3 Critère d’inversibilité

Théorème

Soit A une matrice carrée de taille n ⇥ n. Alors les conditions

suivantes sont équivalentes :

(A) La matrice A est inversible.

(M) Les colonnes de A forment une base de Rn
.

(N) ImA = Rn
.

(O) dim Im A = n.

(P) rang A = n

(Q) Ker A = {0}

(R) dim Ker A = 0.

↓ #pirots

↓
A sujective

↓

↓

IThm rarg
A injective

↓ A



4.6.3 Exemple

Pour quelles valeurs du paramètre réel a la matrice A suivante

est-elle inversible ?

A =

0

BBBBB@

a 1 1 1

1 a 1 1

1 1 a 1

1 1 1 a

1

CCCCCA

a-

10a ( Sia-l = 0

a = 1en ag A = 1

-ache dim KerA = 3

Si +1 , on pet diviser claque ligue par a-1

1 11 1

10 10 - 1s (O 1 I O 01 -

11 1 + a 8 0 O 3 +a

Si a = -3
, rary

A = 3
,

dimber = 1



4.6.3 Exemple, suite.

Si az-3
,

A est inversible.

conclusion A est inversiblesothe: -33



5.4.1 Une application linéaire

Soit W le sous-espace vectoriel de M2⇥2(R) des matrices

triangulaires supérieures.

En fait W = Vect{e11, e12, e22} et B = (e11, e12, e22) est une base

de W .

On considère T : P2 ! W l’application linéaire définie par

T (p) =

0

@ p(1) p(�1)

0 p(2)

1

A

En choisissant la base canonique Can = (1, t, t2) on identifie P2

avec R3
et en choisissant la base ci-dessus de W on identifie W

avec R3
également.



5.4.1 Les images des vecteurs de base

0

BB@

1

0

0

1

CCA =
�!e 1 = (1)Can et 1 7!

0

@ 1 1

0 1

1

A = W1 et (W1)B =

0

BB@

1

1

1

1

CCA

0

BB@

0

1

0

1

CCA =
�!e 2 = (t)Can et t 7!

0

@ 1 �1

0 2

1

A = W2 et (W2)B =

0

BB@

1

�1

2

1

CCA

0

BB@

0

0

1

1

CCA =
�!e 3 = (t2)Can et t

2 7!

0

@ 1 1

0 4

1

A = W3 et (W3)B =

0

BB@

1

1

4

1

CCA

112 Denei +Dee
O

"(( O



5.4.1 La matrice de T

On représente T , après avoir choisi les bases Can de P2 et B de

W , par la matrice dont les colonnes sont les images des vecteurs

de la base Can exprimés en coordonnées dans la base B.

A = (T )
B
Can =

0

BB@

1 1 1

1 �1 1

1 2 4

1

CCA


