ALGEBRE LINEAIRE

COURS DU 5 NOVEMBRE
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4.6.1 REMARQUE IMPORTANTE

Soit A une matrice de taille m x n.

THEOREME

dim ColA = dim LgnA

@ Le nombre de lignes linéairement indépendantes est égal au

nombre de lignes contenant un pivot.

@ Le nombre de colonnes linéairement indépendantes est égal au

nombre de colonnes contenant un pivot.

@ En résumé, dim ColA = dim LgnA car les deux dimensions

coincident avec le nombre de pivots !
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4.6.2 LE RANG

Soit T : V — W une application linéaire entre espaces vectoriels
de dimensions finies.

DEFINITION
Le rang de T est la dimension de |'image de T :

rang T = dim ImT.

Soit A une matrice m X n, représentant une application linéaire
R™ — R™,
DEFINITION

Le rang de A est la dimension de I'image de A : rangA = dim ImA.J

THEOREME DU RANG

rang T +dim KerT = dimV




| 0
> ]
|
4N »
S BL <
J t
4 ] \ —~
= ( g ¥ qQ
£ Y o 9 ¢ |_ ¥ K
M \l\' l/ g g \Wl F
ﬁ = u = / .N
ﬂ Al rw o o — R nvM.
5 Q| ~ L ™M
~ Y v ) J
o N ) 4 NP N
L Mo e —
N 3 Ja A -) r
@ 0 o
3 | b a b
Jd ja ©
Sy _ _ )/
A UO@ [a) %« =
ST J
J r M. ] Muw
O“ 3 ; 3 \/ < A A
~ , ") [P y
=l 9 ] ) |
A s \w “J / A
< YN8 p =
- .& 1 & “ ] <t
< v 4
= \ I < LV
¢ Ui
=/
m~
=T
0 = (&

4.6.2.




4.6.2 LE THEOREME DU RANG

THEOREME

‘rangT +dim KerT =dimV

@ Grace aux coordonnées on identifie V avec R” et W avec R™.
@ Ainsi on identifie T avec une application linéaire S: R” — R™.
@ Celle-ci est donnée par multiplication matricielle

X = AX = S(X).
@ dim KerA = nombre de colonnes sans pivot
@ dim ImA = rangA = nombre de colonnes-pivot

© nombre de colonnes-pivot + colonnes sans pivot = n. U
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4.6.2 EXEMPLE

Considérons I'application linéaire T : P, — R? définie par

pour tout polynéme p de degré < 2.
Nous allons
@ calculer le noyau,
@ en déduire la dimension de I'image grace au Théoreme du
rang, et
@ interpréter ce résultat pour conclure que deux zéros d'une
fonction polynomiale de degré < 2 déterminent le polynéme

en question a un facteur pres.
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4.6.2 EXEMPLE, SUITE

Considérons I'application linéaire T : P, — R3 définie par

pour tout polynéme p de degré < 2.

Nous allons
@ calculer le noyau,
@ en déduire que T est surjective grace au Théoreme du rang, et

@ interpréter ce résultat pour conclure que trois points du
graphe d'une fonction polynomiale de degré < 2 déterminent

uniquement le polyndme en question.
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4.6.3 CRITERE D’ INVERSIBILITE

THEOREME
Soit A une matrice carrée de taille n x n. Alors les conditions

suivantes sont équivalentes :

(A) La matrice A est inversible.

\\l, 4 pwols

(M) Les colonnes de A forment une base de R".
! .
(%) ImA = R, A sﬂ‘%\\\;e
N

(O) dimIm A= n.

N

(P) rang A=n

W Thm

(Q) Ker A= {0} A w'd%\\\r&
{ 2

(R) dim Ker A=0. % qu>




4.6.3 EXEMPLE

Pour quelles valeurs du parameétre réel a la matrice A suivante

est-elle inversible ?
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5.4.1 UNE APPLICATION LINEAIRE

Soit W le sous-espace vectoriel de Mp,»(R) des matrices
triangulaires supérieures.

En fait W = Vect{e11, e12, e} et B = (e11, €12, €22) est une base
de W.

On considere T : P, — W I'application linéaire définie par

p(1) p(-1)

T(p) =
(p) 0 )

En choisissant la base canonique Can = (1, t, t?) on identifie P,
avec R3 et en choisissant la base ci-dessus de W on identifie W

avec R3 également.



5.4.1 LES IMAGES DES VECTEURS DE BASE
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5.4.1 LA MATRICE DE T

On représente T, apres avoir choisi les bases Can de P> et B de
W, par la matrice dont les colonnes sont les images des vecteurs

de la base Can exprimés en coordonnées dans la base B.
1 1 1

A=(Mem=|1 -1 1
1 2 4




