ALGEBRE LINEAIRE
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4.2.2 RAPPEL ET NOUVEAUTE : NOYAU ET IMAGE
Soit T : V — W une application linéaire.

DEFINITION
Le noyau de T est le sous-ensemble KerT = {v € V| Tv = 0}.

DEFINITION
L'image d'une application linéaire T : V — W est le

sous-ensemble ImT = {w € W |il existe v € V tel que Tv = w}.
V.

REMARQUE
@ Le concept de noyau généralise la notion de solution générale

d'un systeme homogene.

© Le concept d'image généralise la notion du sous-espace ColA

engendré par les colonnes d'une matrice A.




4.2.2 UN AUTRE EXEMPLE.

Soit A une matrice de taille n x net T: R" — R I"application
T(X) = det(A,(X)) (le déterminant de la matrice A dont on
remplacé la derniere colonne par 7) On appelle ?1, ey T o1 les

(n — 1) premiéres colonnes de A.

Q Si F1,..., dn_1 sont liés, alors T(7) = 0 pour tout X, si
bien que le noyau de T est R".

@ Sinon, T(X) =0 si et seulement si X est linéairement
dépendant de 71, el ?,,_1, car sinon les n colonnes de

An(X) sont libres et le déterminant est non nul. Ainsi

KerT = Vect{?l, ey 7,,_1}.



4.2.3 LE NOYAU EST UN SOUS-ESPACE

Exemple. Soit T : Mpy>(R) — R? I'application définie par
T =

On vérifie que T est linéaire. Le noyau de T est un sous-ensemble

de My 2(R). Lequel ? C'est le sous-espace de Moy 2(R)

a b
KerT = { |a, b e R}
0

THEOREME
Soit T : V — W une application linéaire. Alors KerT est un

sous-espace de V.




4.2.3 PREUVE.
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CRITERE D’INJECTIVITE
Soit T : V — W une application linéaire. Alors T est ina'ective si et

seulement si Ker T = {0}.




4.2.4 CALCUL DU NOYAU AVEC (GAUSS

REMARQUE
Lors du calcul d'un noyau on est souvent amené a résoudre un

systeme d’équations homogene. La méthode de Gauss et la
description de la solution générale sous forme paramétrique fournit

alors un systeme de générateurs linéairement indépendants.

Exemple. On considere T : R* — R? donnée par

X T e in\z,/oullf_/ Sa
S IR 2 D B et 2k B ST
z X—y—z+w — _
A:(A 4 4 4>

’ U () ey~ V/( ) (;ﬁ
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4.2.5 I IMAGE

DEFINITION
L'image d'une application linéaire T : V — W est le

sous-ensemble ImT = {w € W |il existe v € V tel que Tv = w}.
V.

REMARQUE

Le concept d'image généralise la notion du sous-espace ColA

engendré par les colonnes d'une matrice A.

En effet, si T : R” — R™ est représentée par une matrice A de
taille m x n, I'image de T est alors I'ensemble des combinaisons

linéaires des colonnes de A puisque

TGZ):A7 = XI?I +-+ Xn?n



4.2.5 I IMAGE

DEFINITION
L'image d'une application linéaire T : V — W est le

sous-ensemble ImT = {w € W |il existe v € V tel que Tv = w}.
V.

REMARQUE

Le concept d'image généralise la notion du sous-espace ColA

engendré par les colonnes d'une matrice A.

En effet, si T : R” — R™ est représentée par une matrice A de
taille m x n, I'image de T est alors I'ensemble des combinaisons

linéaires des colonnes de A puisque
AX =xi @1+ -+ X dn

On parle alors de I'image de A que I'on note ImA.



4.2.5 EXEMPLE

Considérons un exemple du type de ceux que nous avons étudié

dans le Chapitre 1.

Exemple. Soit T : R3 — R* I'application définie par

a—2b+c
a
—a—c¢
T| b | =
b+ 2a+2c
c
—b

On voit que T est linéaire puisque T est représentée par une

matrice.

Les colonnes de cette matrice sont les images des vecteurs de

la base canonique.




4.2.5 EXEMPLE, SUITE —
1C54_> TQZL> TC%—;) :'TCE?)

//,/

1 -2 1
-1 0 -1
A=
2 1 2
0 -1 0

Par conséquent I'image de T est un sous-ensemble de R*. Lequel ?

1 -2
— 0
’_[/MAV ImT = Vect{ , } - A
2 1
0 -1



4.2.6 L’IMAGE EST UN SOUS-ESPACE

THEOREME
Soit T : V — W une application linéaire. Alors Im T est un

sous-espace de W.

REMARQUE
Soit T : V — W une application linéaire. Alors KerT est un

sous-espace de V, mais Im T est un sous-espace de W.

Preuve. On voit d'abord que Ow: T(O) appartient a I'image. |l
reste a montrer la stabilité de la somme et de |'action. Traitons le
cas de la somme. Soient donc w, w’ deux vecteurs de ImT. Nous

devons montrer que w + w’ aussi appartient a ImT.
pp



S >
(| I
e n M T~
HEEEN B CEE=SL
LT .\A - A \ ™ ~ o~
2 Vil | ~_
\_K w M IHL_/\W\
.M =+ SIS RORN
- o _d R Ty < _A/
3 <l ;
> I o B = (!
C —| = —
& R g i —
{ - .<.. W 1 )
9 J ~ =
N 4 Q\J\O R e
Y 5 N _ T
oAy eI
& _ —
- b n ¢ =
I / [— a9 |
J o |, ] ! C o=’
~ = T é [
Y L .
- L I ™ T ru;&
vy T Pas)
)N L \!
) 1 - Ty /.__x o~
3 ? &
ST B v v -
rlli] 3
ol 2 1o - L]
9 = U
a =PI
wn £ ) w
) =3 X L
le) 5
N 4>
<t




4.2.6 EXEMPLE.

Soit D: P3 — P3 la dérivation, D(p) = p'.
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4.2.7 METHODE DE CALCUL

Soit T : R” — R™ une application linéaire, représentée par une

matrice A € Mpyxn(R).

@ Pour calculer le noyau de T on échelonne et réduit la matrice

A selon les lignes.

@ Pour calculer I'image de T on ne garde que les colonnes-pivot.
Si nécessaire on échelonne et réduit A selon les colonnes.
ESPACE-COLONNE
On appelle parfois espace-colonne le sous-espace ColA engendré

par les colonnes de A. Il s'agit donc de ImA!




4.2.7 EXPLICATION
Soit A € Mpyxn(R), et B la matrice échelonnée associée.

. , . \ — C e
Si une colonne n’a pas de pivot, le systeme AX = 0 a une infinité

. ~ e , .
de solutions (les mémes que BX = ('), on peut écrire

— - —/
- - Z
xxdi1+- - +xpdp=0 &> ZL\\OI'&“"&'XhLy\‘O
La colonne sans pivot est combinaison linéaire des autres colonnes.

IMPORTANT
Les colonnes de A vérifient les mémes relations de dépendance

linéaire que celles de B.

On peut donc enlever une telle colonne pour engendrer
ColA = ImA. Les k colonnes-pivot restantes de A sont libres

puisque la matrice m x k formée de ces k colonnes a k pivots.



4.2.7 EXEMPLE

1 0 0 -1

} i -1 1 0 0
Considérons la matrice A =

0 -1 1 0

0 0 -1 1

Nous voulons calculer le noyau et I'image de A, c'est-a-dire le

noyau et I'image de I'application linéaire T : R* — R* donnée par

TX = AX.

Nous utilisons donc la méthode Gauss, pour simultanément
construire une base du noyau de A et extraire une base de

I’espace-colonnes ColA = ImA.



XY

~ =
\ »)
A
~N b
) J 3 Z
A 3 .V,
[ 3! ﬁ
= LT ™ N
] ™~ ) ~ ) - D
o Slo<d y 0 o
N \ 2 ~ — 7Ol
( | N — 1=+
o S [0) > s ~ )
0 L N o< NS
AL ¢ d
AENARACANNEE =
Y —— —
* ra o /[ \v\.o T 9
S tJ ~ Q) ~ —/ [S]Rge L
S ——— gy =
RIS C—— p
—J f 7 dT V)4 pzdu
¥ vi¥
RS J 9
- 4y N
~ | N %
AN - ;
e
N <l ]
= Nk ¢ 3
| P
|
ol - o \ N
_ h i "
_ S |
— i (o) o rp.v VN\J ™~ :\
N J
—

4.2.7 Su




4.2.8 EXEMPLE

Soit T : Max2(R) — May2(R) défini par

T(A)=A+AT

T -
Nous savons que T est linéaire puisque () lidaie
c)oj@km’f J
(1) TA+B)=(A+B)+(A+B) =A+B+AT + BT =

& v 13T
=A+AT +B+BT =T(A) + T(B)

De méme, pour tout o € R, on a

(2) T(aA) = aA+ (aA)T = aA+aAT = a(A+ AT) = aT(A)



4.2.8 QUEL EST LE NOYAU DE T 7

Il s'agit des matrices A telles que A+ AT = 0. En “dollars” si

a b
A= , alors
c d

a b a ¢ 2a b+c
T(A) = + =
c d b d c+b 2d
Cette matrice est la matrice nulle si et seulement sia=d =0 et

b+ ¢ = 0. En d’autres termes
0 b 0 1
A= =b
—-b 0 -1 0 Lam 4

V4
KerT = Vect{( 01 ;)} Ny &v»bl\.\Q &QZ\Q@



4.2.8 QUELLE EST L'IMAGE DE T 7

L'image de T est constituée de toutes les matrices de la forme

2 b+c 10 01
=2a +(b+c¢) + 2d
c+b 2d 0 0 10 01

ol a, b, ¢, d peuvent prendre des valeurs arbitraires. Ainsi

10 01 0 0
ImT = Vect{ , , }
0 0 10 01

€ An Q24 <y 272



5.4.0. LA MATRICE D’UNE APPLICATION LINEAIRE

@ V est un espace vectoriel muni d'une base B = (ey,...,en),
o W est un espace vectoriel muni d'une base C = (f1,..., ),
@ T :V — W est une application linéaire.
DEFINITION
La matrice A de T (pour ce choix de bases) est la matrice (T)$ de

taille m x n dont les colonnes sont (Te1)e, ..., (Ten)e.

SLOGAN
On place dans les colonnes de (T)% les images des vecteurs de la

base B exprimées en coordonnées dans la base C.

PROPOSITION
(ME(V)s = (Tv)e.
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4.2.9 CRITERE D’INJECTIVITE, RAPPEL

Le critére d'injectivité d'une application linéaire permet de ramener
la démonstration de I'injectivité au calcul du noyau. Le noyau

mesure donc le défaut d'injectivité.

PROPOSITION
Une application linéaire T : V. — W est injective si et seulement si

KerT = {0}.




4.6.1 ESPACES-LIGNES : LGNA
Soit A et B deux matrices de taille m x n. On note A ~ B quand

elles sont équivalentes selon les lignes.
THEOREME
Si A ~ B, alors les lignes de A et B engendrent le méme

sous-espace de R”.

Pourquoi ? Les opérations élémentaires produisent de nouvelles
lignes qui sont combinaisons linéaires des précédentes.
THEOREME

Les lignes d'une forme échelonnée de A forment une base du

sous-espace engendré par les lignes de A.

Pourquoi ? Aucune ligne non nulle de la forme échelonnée ne peut

étre combinaison linéaire des autres (a cause de son pivot).
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4.6.1 ESPACES-COLONNES : COLA

Soit A une matrices de taille m x n.

THEOREME
Les colonnes pivots de A forment une base de ColA = Im A.

Pourquoi ? Si une colonne de A est combinaison linéaire d'autres
colonnes, alors la méme combinaison linéaire se retrouve pour les

colonnes d’'une matrice B ~ A.

Si B est une forme échelonnée de A, alors les colonnes-pivots sont
libres et les autres colonnes sont combinaisons linéaires des

colonnes pivots.

Il en va donc de méme pour les colonnes de A. O



4.6.1 REMARQUE IMPORTANTE

Soit A une matrice de taille m x n.

THEOREME

dim ColA = dim LgnA

@ Le nombre de lignes linéairement indépendantes est égal au

nombre de lignes contenant un pivot.

@ Le nombre de colonnes linéairement indépendantes est égal au

nombre de colonnes contenant un pivot.

@ En résumé, dim ColA = dim LgnA car les deux dimensions

coincident avec le nombre de pivots !



