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4.3.1 Parties libres et bases : rappels

Soit W un sous-espace vectoriel de V .

1 Les vecteurs v1, . . . , vk de W sont linéairement indépendants

si la seule combinaison linéaire ↵1v1 + · · ·+ ↵kvk qui donne le

vecteur nul est la combinaison linéaire triviale :

↵1 = · · · = ↵k = 0.

2 On dit que l’ensemble {v1, . . . , vk} est une partie libre de W .

Définition

Une famille ordonnée de vecteurs B = (b1, . . . , bk) de W est une

base de W si c’est une partie libre qui engendre W .



4.3.2 Bases canoniques

1 Le cas de Rn
. La base canonique est

Can = (
�!e 1,

�!e 2, . . . ,
�!e n)

C’est une base car nous avons vu que tout vecteur de Rn

s’écrit comme combinaison linéaire des
�!e i .

2 Le cas de Pn. La base canonique est

Can = (1, t, t2, . . . , tn)

Ici aussi tout vecteur de Pn, i.e. tout polynôme de degré  n

s’écrit comme combinaison linéaire de ces monômes t i , car un

tel polynôme est de la forme a0 · 1 + a1 · t + · · ·+ an · tn.



4.3.2 Bases canoniques, suite

(3) Le cas de Mm⇥n(R). La base canonique est

Can = (e11, . . . , e1n, e21, . . . , em1, . . . , emn)

où eij est la matrice constituée de zéros, sauf le coe�cients (i , j)

qui vaut 1. Dans M3⇥2(R), la base canonique est donnée dans cet

ordre :

e11 =

0

BB@

1 0

0 0

0 0

1

CCA , e12 =

0

BB@

0 1

0 0

0 0

1

CCA , e21 =

0

BB@

0 0

1 0

0 0

1

CCA , e22 =

0

BB@

0 0

0 1

0 0

1

CCA ,

e31 =

0

BB@

0 0

0 0

1 0

1

CCA , e33 =

0

BB@

0 0

0 0

0 1

1

CCA .



4.3.3 Exemple

Soit W le plan dans R3
donné par l’équation x + y + z = 0.

L’inconnue x est principale, les inconnues y , z sont secondaires et

seront nos paramètres.

x = �y � z

Les vecteurs
�!
b 1 =

0

BB@

�1

1

0

1

CCA et
�!
b 2 =

0

BB@

�1

0

1

1

CCA forment une base

B = (
�!
b 1,

�!
b 2) de W .

Remarque
Il n’y a pas de base canonique dans W . Nous avons fait des choix

de paramètres !



Exemple. Si on considère
, y

comme nonnes

libres
,

z principale ,
alon on trouve we

ante base

e = ()= ) , (2)



4.3.4 Théorème de la base extraite

Soit {v1, . . . , vk} une famille de vecteurs qui engendrent V .

Théorème
a Si l’un des vecteurs vi est combinaison linéaire des autres,

alors la famille obtenue en supprimant vi engendre encore V .

b Si V 6= {0}, il existe une sous-famille de {v1, . . . , vk} qui

forme une base de V .

Preuve. (A) Pour i = k. On suppose que

vk = ↵1v1 + · · ·+ ↵k�1vk�1

Puisque la famille {v1, . . . , vk} engendre V , tout vecteur v 2 V est

une combinaison linéaire des vi .



Preuve, suite

v = �1v1 + · · ·+ �k�1vk�1 + �kvk

= �1v1 + · · ·+ �k�1vk�1 + �k(↵1v1 + · · ·+ ↵k�1vk�1)

= (�1 + �k↵1)v1 + · · ·+ (�k�1 + �k↵k�1)vk�1

Nous avons montré que v est combinaison linéaire de v1, . . . , vk�1.

(B) Si la famille est libre on arrête tout ! Sinon la partie (A)

permet d’enlever un générateur vi et on continue inductivement

jusqu’à ce que la famille soit libre. Le processus s’arrête puisque le

nombre de vecteurs au départ est fini. ⇤



4.4.1 Combinaisons linéaires d’une base

Soit V un espace vectoriel et B = (e1, . . . , en) une base.

Théorème
Tout vecteur x de V s’écrit de manière unique comme combinaison

linéaire x = x1e1 + · · ·+ xnen, pour des nombres réels x1, . . . , xn.

Existence. Une base est un système de générateurs !

Unicité. Si x1e1 + · · ·+ xnen = x = y1e1 + · · ·+ ynen, alors

(x1 � y1)e1 + · · ·+ (xn � yn)en = 0

Une base est libre ! Ainsi x1 = y1, . . . , xn = yn. ⇤

Remarque. C’est l’argument fait en 1.9.1, cours 6.



4.4.2 Coordonnées

Définition
Les composantes ou coordonnées d’un vecteur x dans la base B

sont les coe�cients réels x1, . . . , xn tels que

x = x1e1 + · · ·+ xnen

On se représente alors x comme un vecteur de Rn
: (x)B =

0

BBB@

x1
.
.
.

xn

1

CCCA

Notation standard
Dans la base canonique Can de Rn

on retrouve la notation

vectorielle standard : (
�!x )Can =

�!x .



4.4.2 Exemple

Dans R2
un vecteur

�!x =

0

@a

b

1

A n’est autre que a

0

@1

0

1

A+ b

0

@0

1

1

A.

L’écriture vectorielle était celle des coordonnées dans Can.

Une base B de R2
est formée de

�!
b 1 =

0

@1

1

1

A et
�!
b 2 =

0

@ 1

�1

1

A.

Dans la base B le vecteur

0

@ 2

�1

1

A représente
�!u = 2

�!
b 1 �

�!
b 2.

Exprimé dans la base canonique il s’agit de

2

0

@1

1

1

A�

0

@ 1

�1

1

A =

0

@1

3

1

A = (
�!u )Can

=(2)



4.4.2 Exemples.

J’a�rme que B =

0

BB@

0

BB@

1

0

�1

1

CCA ,

0

BB@

1

�1

0

1

CCA ,

0

BB@

0

1

1

1

CCA

1

CCA est une base de R3
.

↳ (62= (% )
En

offr ( -[i) est inversible
.

Le rectant(e) deR

- 1 01 I

prime comme combi linéairese

des Ti et on cherche (2) .

On doit resonde

()m (
((m = (i) er (n)ea = (2)



4.4.2. Suite Can = (1
,
t

,
72) bas de De

Affirmation : B = (1++ +72
,

1-7
,

1 +7) est une base

1 +t + z
2

= 1 . 1 + 1 . 7 + 1 - 7
,
(1 + 1+72)= (as

de même (-tean = (t) , extea= ())
Pour monter que les too vectors sont libres et

ergandent Pr ,
on

dont monter
que pourtant

polycine a + bt + c72
,
F1

, B, 5E
⑧

+q <(1+ t +E) + p(1 -z) + y(1 + 7) = a = bt +c

E (c + p + y) . 1 +( - B + y(t +ct a+ bt+t

=



4.4.2. Fin (5)Hezelette
B est une base car (1)Best inversiblele

Ca un pivot/eige on/colore etc. (

Ici det B = 2
,

donc B inversible
. Par le Théoree

alphabétique caci signifie que
la syptère

homogène domé par
B a 1 sale solution (injectivite

airán les colonnes de B sont lin. indépendantes.

Par le même theorie
,
(B15) a tirs une solution

Isurjectivité) ,
donc les colonnes engendar R3.



4.4.3 Comparaison avec Rn

Définition
Une application linéaire bijective est appelée isomorphisme.

Un isomorphisme permet d’identifier la source et le but de cette

application linéaire T : V ! W . Les éléments de V et W se

correspondent parfaitement, et les opérations de somme et d’action

aussi !

Théorème
Soit V un espace vectoriel et B une base de n vecteurs.

L’application T : V ! Rn
définie par T (x) = (x)B est un

isomorphisme.



4.4.3 Démonstration

Nous devons prouver quatre points, les deux premiers pour montrer

que T est linéaire, les deux autres pour établir l’injectivité, et enfin

la surjectivité.

1 T (�v) = �T (v) pour tout � 2 R et tout v 2 V ;

2 T (v + w) = T (v) + T (w) pour tous v ,w 2 V ;

3 T (v) =
�!
0 =) v = 0 ; (critère d’injectivité)

4 Pour tout
�!
b 2 Rn

il existe v 2 V tel que T (v) =
�!
b

Soient donc � 2 R et v ,w 2 V que nous écrivons - de manière

unique ! - comme v = x1e1 + · · ·+ xnen et w = y1e1 + · · ·+ ynen.



Fin de la preuve..
① T(x 0)

=
T(x . (veb e

+.. + wabe)) =

banet) Xve be + --- + x . wn - bn)-

déf .

de X51
- (i)T

② idem

③ T(r) = (0) vent dire par def de T que

u = 0 . b1 + - - + obn = 0.

④ Par tat ER , =(B) ,
an pose

- = B b , +... + Bebe et T(r)=
A



4.4.3 Exemples

1 T : M2⇥2(R) ! R4
est un isomorphisme. Pour la base

canonique Can = (e11, e12, e21, e22), on a

T

0

@a b

c d

1

A =

0

@

0

@a b

c d

1

A

1

A

Can

=

0

BBBBB@

a

b

c

d

1

CCCCCA

2 T : P3 ! R4
est un isomorphisme. Pour la base canonique

Can = (1, t, t2, t3) on a

T (a+ bt + ct2 + dt3) =

0

BBBBB@

a

b

c

d

1

CCCCCA



4.4.3 Exemple 3.

Soit W le plan dans R3
donné par l’équation x + y + z = 0 et B la

base formée des vecteurs
�!
b 1 =

0

BB@

�1

1

0

1

CCA et
�!
b 2 =

0

BB@

�1

0

1

1

CCA.

T : W -- R2
w (9) si w = a . b + b .t

Por exemple T(-3) = (2) a (5) = -7 +25

+() na
pas de se

, (2) W.



4.4.4 Bases et coordonnées

Considérons les polynômes

p(t) = 1 + t2, q(t) = 1� t2, r(t) = 1� 2t + t2 2 P2

On les écrit en coordonnées dans la base canonique :

(p)Can =

0

BB@

1

0

1

1

CCA (q)Can =

0

BB@

1

0

�1

1

CCA (r)Can =

0

BB@

1

�2

1

1

CCA

Pivots

La famille (p, q, r) est une base de P2
si et seulement si la matrice

carrée A =

0

BB@

1 1 1

0 0 �2

1 �1 1

1

CCA a trois pivots.



4.4.4 Suite.
comme ne ci-dessus coci signifie en effet que
les colonnes sont libres et qu'elles engendrent
si bien

que pigir sont libres dans Pz et

engendrent P2 .

E2

Exile polprime t d'évit (t)ean = ( % ) .

Pour

houver (t)j an résout

18 ( dans

(t) =() .
On verfie + = ( . (+X) -12(- 2t+)



4.5.1 Cardinalité d’une base

Généralisons. Soit

1 V un espace vectoriel,

2 B = (b1, . . . , bn) une base de V ,

3 C = (c1, . . . , cm) une famille ordonnée de vecteurs de V .

Théorème
La famille ordonnée C est une base de V si et seulement si la

matrice A = ((c1)B, . . . , (cm)B) a un pivot dans chaque ligne et

chaque colonne.

Remarque

En particulier A est une matrice carrée (m = n) et inversible.



4.5.1 Cardinalité d’une base

Preuve. Soit V un espace vectoriel et B = (e1, . . . , en) une base.

On a donc un isomorphisme T : V ! Rn
où T (v) = (v)B.

1 On aimerait savoir quand C est une famille libre ;

2 On aimerait savoir quand C engendre V .

Famille libre. Il s’agit de comprendre quelles combinaisons

linéaires ↵1c1 + · · ·+ ↵mcm donnent le vecteur nul. Or, comme T

est injective, cette expression est nulle si et seulement si son image

par T est nulle. De plus

�!
0 = T (0) = T (↵1c1 + · · ·+ ↵mcm) = ↵1T (c1) + · · ·+ ↵mT (cm)

Ce système (écrit sous forme vectorielle) a une solution unique

quand A = (T (c1), . . . ,T (cm)) a un pivot dans chaque colonne.



4.5.1 Cardinalité d’une base

Famille génératrice. Il s’agit de comprendre si tout vecteur de V

peut s’écrire comme combinaison linéaire ↵1c1 + · · ·+ ↵mcm. Or,

comme T est surjective, tout vecteur
�!
b de Rn

est de la forme

T (v) pour un vecteur v 2 V .

Ainsi on se demande quand le système (écrit sous forme vectorielle)

↵1T (c1) + · · ·+ ↵mT (cm) =
�!
b

a une solution pour tout
�!
b , par linéarité de T comme ci-dessus.

En e↵et si T (↵1c1 + · · ·+ ↵mcm) = T (v), alors

↵1c1 + · · ·+ ↵mcm = v par injectivité de T .

Ce système a une solution unique quand A = (T (c1), . . . ,T (cm)) a

un pivot dans chaque ligne. ⇤



4.5.2 La dimension

Théorème
Deux bases de V ont le même nombre d’éléments.

Corollaire

Si V admet une base de n vecteurs, alors une famille {v1, . . . , vk}

de vecteurs de V avec k > n est liée.

Définition

Soit V un espace vectoriel et B = (e1, . . . , en) une base. La

dimension de V est n. On note dimV = n.

1 dim Rn
= n

2 dim Pn = n + 1

3 dim Mm⇥n(R) = mn

Can = Les--ien)

ean = (1
, - -

, tr)

Can = (en
,

-- ,
eme)



4.5.2 Plus d’exemples.

② W plan deR donné atyez=

di W = 2

⑤ dim F(R
,
R) = o

perset auxtonchosdeac
: par
site

a + 41six
= a

graphe deJav o Si a Fo

-'i


