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2.2.4 Propriétés de l’inverse, rappel

Propriétés

Soient A et B des matrices carrées n ⇥ n inversibles et � 2 R⇤.

a (A�1)�1 = A ;

b (AB)�1 = B�1A�1 ;

c (AT )�1 = (A�1)T ;

d (�A)�1 =
1

�
A�1

Attention ! Pour que ces propriétés soient vraies, il faut que les

matrices soient carrées. En e↵et
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est inversible, mais les matrices de départ ne le sont pas.



Preuve. ⑳ A est inversible
,
il existe par définition une

matica A ta AA = In=A
.

Donc

AA = In = A -Al

Ainsi la matrice inverse de A est A.

⑧ Pour monter que (A .B) et!À i

suffit de calculer (A. B) . (BA) ABBAinreable
= A . In Al Mite A . A

= In

↑ A inversible .

De même (BAY . (A . B) = In

② Si A est inversible
.
(AT)" = (A )

T
.

Pour

te member on catule AT . (A+T et+ IT · AT.

Pour (A-T . ATPop(AAT = InT = I

& ( . A) ·( )mise
de même pour l'autre produit.



2.2.5 L’inverse d’une matrice 2⇥ 2

Soit A =

0

@a b

c d

1

A. Alors

• A est inversible si et seulement si :

• A représente une application linéaire bijective, si et seulement

si :

• les colonnes de A ne sont pas proportionnelles, si et seulement

si :

• d

0

@a

c

1

A 6= c

0

@b

d

1

A, si et seulement si :

• ad 6= bc .

*

sere coloured

· 2e colonne
.

oc si c
,
d + 0

diagonale Lantidiagonale



2.2.5 L’inverse d’une matrice 2⇥ 2

Définition

Le déterminant de la matrice A est le nombre réel detA = ad � bc .

Nous avons vu qu’une matrice A =

0

@a b

c d

1

A est inversible si et

seulement son déterminant ad � bc est di↵érent de zéro.

Lorsque detA 6= 0, l’inverse est donné par

A�1 =
1

detA

0

@ d �b

�c a

1

A

on a transposé les terres de la
,
diagonale

on a clangé le signe dans l antidiagonale .



Preuve. Onalale A.()

- ) .(b)
=b)

= O

(P) = Fz A

NonExemples . (10) , (1) e ata

inversibles car lur déterminant vant zéro. C

sontdetrativesdeection ,
clairemea e



Exemples.

①A = (5) est inversible on

det A = 2 . 8 - 3 . 5 = 1 + 0.

E = (_5 -)

② L'inverse de (80) est
= (1 is) .



2.2.6 Matrices élémentaires de type I

Définition

Soient 1  i , j  n. La matrice élémentaire de type I Eij(�) pour

i 6= j et � 2 R est la matrice carrée dont les coe�cients diagonaux

sont égaux à 1, le coe�cient (i , j) vaut � et tous les autres

coe�cients sont nuls.

Sans le savoir nous n’avons cessé de faire des multiplications

matricielles dès le début du cours !

Proposition

Multiplier une matrice A à gauche par Eij(�) correspond à ajouter

� fois la j-ème ligne à la i-ème.



Exemple.
Es(4) =(

160 .()these
a a Ea- I
4betC4bztan LbcsLburca)

.
Renaque : E3z(4) est inversible (1 pivot/colonne

Sun niverse et Ezz(-4) .

En généal Eij(x)" = Eij( -x)

#1 = jen , XER



2.2.6 Matrices élémentaires de type II

Définition

La matrice élémentaire de type II Eij pour i 6= j est la matrice

carrée In dont on a échangé les lignes i et j .

Sans le savoir nous n’avons cessé de faire des multiplications

matricielles dès le début du cours !

Proposition

Multiplier une matrice A à gauche par Eij correspond à échanger

les j-ème et i-ème lignes.



Exemple. E23 = (80l
180) .(

=(
Reque : E23 est inversible et Es = E23

En géral (Eij) = Fij = Eji
Echanger les ligres iet j dax fois revient à

re ren faire du tout.



2.2.6 Matrices élémentaires de type III

Définition

La matrice élémentaire de type III Ei (�) pour 1  i  n et � 2 R
est la matrice diagonale dont les coe�cients diagonaux sont égaux

à 1, sauf le i-ème qui vaut �.

Sans le savoir nous n’avons cessé de faire des multiplications

matricielles dès le début du cours !

Proposition

Multiplier une matrice A à gauche par Ei (�) correspond à

multiplier par � la i-ème ligne.

*



Exemple. Es( - 3) = (0)
13.(
=

an(- 36.)
C1

-I

Remarque : Ez(-3) est inversible
,
E2(-3) =Est)

En géréal ,
X1i2n

,
Ex* 0

, Fil = File)
multiplier Li par X

, puis por 1 ,
revient à re

rien faire .



2.2.6 Matrices et opérations élémentaires

Nous avons obtenu une interprétation entièrement matricielle des

trois types d’opérations introduites au début du chapitre 1.

Observation

Chaque matrice élémentaire est construite en e↵ectuant l’opération

élémentaire correspondante sur la matrice In.

Théorème

1 Une matrice carrée A de taille n ⇥ n est inversible si et

seulement si elle est équivalente selon les lignes à la matrice In.

2 Si A est inversible la suite d’opérations élémentaires qui

transforme A en In transforme In en A�1.



Preuve. ① Une matrice A est inversible sos elle

représente une application linéaire bijective .

Elle a donc

~ pivot dans chaque ligue. Il existe donc des

opérations élémentaires sur les ligres
,

disous l
, qui

wrespondent à multiplier A a gare successivement

par des matrices élémentaires Et ,
E2 ,

--

,
En pour

obteni In.

② On a donc Er .....E .EA = In

Alos A = In.A = Em . - - EzEnA
= Er . -- - Ez. Es · Ins

La même suite d'opérations élémentaires transforme
Then At

. et A = Er ... Esei
. A



2.2.7 Exemple

Pour calculer l’inverse de la matrice A =

0

BB@

1 1 2

�1 1 �2

2 1 2

1

CCA on

échelonne et réduit A en e↵ectuant simultanément les mêmes

opérations sur I3. On place donc côte à côte les matrices A et I3 et

on commence :
0

BB@

1 1 2 1 0 0

�1 1 �2 0 1 0

2 1 2 0 0 1

1

CCA
1O (



Suite.

.
( le
1000)
-

A-1
.



Remarque. Ainsi A
=(

De plus

A = Est - 2) · Es2(1) · Ep(1) ·E() ·Est2) E(1)

① La solution de A = (8) se lit dans la

ze colome à droite de la bare : c'est (en)
②En fait por calculer A on resord simultané=

met Les suptèmes A = E
,

11 : 23 .

Si et
,
s,a les tois solutions

, uniques ,
o Aest

inversible. A = ( E ,55) .



2.3.1 Critères d’inversibilité, I

Propriétés équivalentes

a A est inversible.

b A est équivalente selon les lignes à In.

c A admet n positions de pivot.

d A�!x =
�!
0 a une solution unique, �!x =

�!
0 .

e Les colonnes de A sont linéairement indépendantes.

f L’application linéaire �!x 7! A�!x est injective.

Nous avons déjà compris que les propriétés (A), (B) et (C) sont

équivalentes.

Les propriétés (D), (E) et (F) aussi sont équivalentes (voir le

critère d’injectivité).

Soit AEMnxn(R)



2.3.1 Critères d’inversibilité, II

Propriétés équivalentes

(g) A�!x =
�!
b a au moins une solution.

(h) Les colonnes de A engendrent Rn.

(i) L’application linéaire �!x 7! A�!x est surjective.

(j) Il existe une matrice carrée C telle que CA = In.

(k) Il existe une matrice carrée D telle que AD = In.

(l) La matrice transposée AT est inversible.

Les propriétés (G), (H) et (I) aussi sont équivalentes (voir le critère

de surjectivité).

Nous allons démontrer que

(L) , (A) ) (J) ) (D) ) (C) ) (K) ) (G) ) (B)



Preuve. (L)E(A) : déjà vu or (AT)" = (A
+ )

T
.

(A) = (2) : Si A est inversible
,
Alexiste

,
on pose

CA"
(7) = (D) : Si C existe ta C. A =In

, supposan que

Af. Alor = In = C. A=C=.
u

(D) = () : Si A représente une application injective
alors elle a un pivot dans claque colonce

.

Comme

S

A est carec
,
elle a un pivot dans chaque ligue

,

re qui prome
(C).

2) =()


