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5.2.1 LE POLYNOME CARACTERISTIQUE

DEFINITION
Soit A une matrice n x n. Le polynome caractéristique de A est

ca(t) = det(A — tl,).

THEOREME
Un nombre X\ est valeur propre de A si et seulement si c'est une

racine de ca(t), i.e. det(A— A/) =0.

Sa multiplicité en tant que racine est appelée multiplicité
algébrique.

DEFINITION

Soit A une valeur propre de A. La multiplicité géométrique de \ est

dim Ker(A — Al,).




5.2.2 SIMILITUDE =~

DEFINITION

Deux matrices carrées A et B de taille n X n sont semblables s'il

existe une matrice inversible P de taille n x n telle que

[a=pPtep)

On note A~ B.
THEOREME

Deux matrices semblables ont le méme polynéme caractéristique.

Elles ont donc en particulier les mémes valeurs propres.

La réciproque est fausse, puisque la matrice nulle n'est semblable

qu'a elle-méme, mais la matrice a également t*> comme
00

polynéme caractéristique.



5.2.2 EXEMPLE

Attention ! Deux matrices ayant les mémes valeurs propres ne sont

pas semblables en général. La matrice A est un bloc de Jordan :

A 5 1 B_ 50 el

0 5 0 5 s wlale

La seule valeur propre de A et de B est 5, de multiplicité

algébrique 2 car ca(t) = (t — 5)2 = cg(t). Mais

S sdoe RNl Ve L Ty rede pour
En effet Ao o & Qe duik ¢ (mStan &

P-B-P1=P-(5h)-P'=5P-L-P1=5P.- P71 =5kh=8B.
La multiplicité géométrique de 5 est 1 pour la matrice A, mais 2

pour B.



5.2.3 LES RELATIONS ~ ET ~

@ Deux matrices A et B de M,,x,(R) sont équivalentes selon les
lignes et les colonnes s'il existe des opérations élémentaires sur

les lignes et les colonnes qui transforment A en B.

@ Or, effectuer des opérations sur les lignes de A revient a

multiplier A 3 gauche par une matrice inversible P -
@ egng-*wﬂ' e opraiRon sur Lo Loloneas Qo= n 2»@«%341 A

O et effectuer des opérations sur les colonnes de A revient a

multiplier A a droite par une matrice inversible Q.
SUSCTHORE AT = EOL(?\YF AT = (A &:6¢\7>

DEFINITION

Les matrices A et B sont équivalentes s'il existe deux matrices

inversibles P et Q telles que |PAQ = B| On note A ~ B.

%4 A ©
On note A ~ B. Clairement A~ B= A~ B.~(0é4 9>




5.2.4 CALCUL DU POLYNOME CARACTERISTIQUE

4 0 -1
Soit A= —1 0 4 |.Par manque d'inspiration on calcule
0 2 3

ca(t) avec Sarrus
4—t O -1
~-1 —t 4 |=—-t2+72—4t-30
0 2 3-—-t¢t

Ce n'est pas facile de voir que les racines de ca(t) sont 5, 1 — /7

et 1+ V7.



5.2.4 LE POLYNOME CARACTERISTIQUE AVEC DES

OPERATIONS ELEMENTAIRES

Soit f : R3 — R3 I'application linéaire définie par

X 3x+y—z
flyl=1|-6x—y+4z
z y+ 2z
3 1 -1
Alors A= (f)§an =] —6 —1 4 |. Calculons ca(t).
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5.3.1 DIAGONALISATION

DEFINITION

Une matrice est diagonalisable si elle est semblable a une matrice

diagonale, i. e. il existe P inversible telle que P~1AP est diagonale.
V.

THEOREME
Une matrice A de taille n x n est diagonalisable si et seulement si il

existe une base B de R” formée de vecteurs propres de A.

Preuve. On regarde A comme la matrice de T : R" — R" dans la

base canonique : TX = A- X et (T)%" = A. Soit B une autre

Can

base. Alors (T)% est diagonale +=> T(Z),-) = /\,-Z},- =

(T(?,’))g — \; ;. Dans la base B les coordonnées de T(?;)

sont nulles sauf la i-eme.



5.3.2 OBSERVATIONS Plo)g = (e

_, ]

B

Py o )
[@Z < D G

O Les colonnesde la matrice de changement de base
P = (Id)§* sont les vecteurs propres de la base B.

© A= PDP~! et D est diagonale, les valeurs propres A1, ..., \p
de A se trouvent dans la diagonale, dans I'ordre choisi pour
construire la base.

© Le déterminant de A est le produit des valeurs propres (avec
multiplicité).

En effet
detA = det(PDP~!) = detPdetDdet(P~1)

= detD = )\1 . )\2 ..... )\n



