ALGEBRE LINEAIRE

COURS DU 10 SEPTEMBRE

Jéréme Scherer




1. EQUATIONS LINEAIRES

Notation.
O Les lettres k, n, m, etc. représentent des nombres entiers.

O Les lettres a, b, c ou a1, az, ..., a, seront utilisées pour des

nombres (réels), des parameétres.

Q Les lettres x, y,z ou x1, X2, ..., Xy Seront utilisées pour les

inconnues.
On note R pour les nombres réels, qu'on représente par une droite.
o R2=R xR ={(a,b) | a,b € R} est le plan (cartésien).
o R"={(a1,...,an) | ai € R pour tout i}.

e Engénéral X x Y ={(x,y) | x € X,y € Y} est le produit

cartésien de deux ensembles X et Y



1.0 RAPPELS SUR LES EQUATIONS

EQUATION LINEAIRE A n INCONNUES Xi, ..., X,

C'est une équation que I'on peut mettre sous la forme

aixy+axxpg+ - +apx,=b

Les nombres réels a1, ..., a, sont les coefficients de I'équation et le

nombre réel b est appelé terme inhomogene.

Lorsque b = 0 on dit que I'équation est homogene.
Exemples. 4x — 19y = 6 est une équation linéaire (a deux

5 .
inconnues), et v/7x + 17V =7 aussi Egalement 0 = 2.

Par contre \/x +y = 0 ne 'est pas, ni 9xyz + x +y +z = 1.



1.1 SYSTEMES D’EQUATIONS

SYSTEME D’EQUATIONS (LINEAIRES)

C’est un ensemble d'une ou plusieurs équations linéaires a n

inconnues xi, ..., X.

EXEMPLE
x—y =-1
1
—X — =1
5 y

Une équation de la forme ax + by = ¢ représente une droite dans

. : . 1
le plan R?. Sur le slide suivant on voit x —y = —l et y = 5%~ 1.

lé:DL{r/l



INTERPRETATION GEOMETRIQUE

La solution de ce systéme est ainsi x = —4 et y = —3. On note

S = {(—4:-3)).



IL. Y A TROIS POSSIBILITES

pour un systeme de deux équations a deux inconnues :

© Comme ci-dessus les deux droites se coupent en un seul point,

il y a une solution unique au systéme.

@ Les deux droites sont confondues, il y a alors une infinité de

solutions. C'est le cas par exemple du systeme

x1—x =1 Ici S ={(a,a—1)|]a e R}

X0 — X1 = -1
@ Les deux droites sont paralléles, il n'y a alors aucune solution.

x1—x =1 IciS=10

X1 — X2 =-1



INTERPRETATION EN DIMENSION SUPERIEURE

Pour des réels a1, ..., an, b, une équation aijxy + -+ + apnx, = b

représente un hyperplan de dimension n — 1 dans R".

Par exemple I'équation x; + x» + x3 = 1 donne un plan dans R3.
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RESOLUTION DE SYSTEMES

Butr

On veut trouver la solution générale d'un systeme d'équations,

c'est-a-dire I'ensemble de toutes les solutions du systeme.

Exemple. On aimerait résoudre le systéme suivant :

Xo — 2X3 =5 Q/Dahae /Qﬁcd,\,\e 1 ek
X1 — X2 = = JZN{O’MZ
[ 2x1+2x2 +4x3 =2
Ayl + X, = g W,y = q{’S 2
T Z = ra l_ X =S
xz _‘ngz b NIV | N ~
s lit/l v ""(l z T C_'R\b = >
LAy *1-2’1.2":'(—(15: Y /
U az, b, = =4
(2, +5) + 29, +4x, = ~ r T
pA J ‘ M Sesf do | Ligh
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ESOLUTION DE SYSTEMES, SUITE
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NOTATION MATRICIELLE

On aimerait alléger la notation et ne garder que les informations
essentielles.
Etant donné un systeme d'équations linéaires

)
aiix1 + apxa + -+ anxy = by

ax1x1 + axmxa + -+ + anxp = bo

am1X1 + amax2 + -+ + amnXp = bm




NOTATION MATRICIELLE

On construit la matrice augmentée du systéme :

all dip ... din b1

— ] ~ -
ani doo ... aon ? 2, “ Q,C(M an
ami 3am2 --- amn | bm

dont les coefficients sont les coefficients de la premiere inconnue
dans la premiére colonne, ceux de la deuxieme inconnue dans la
deuxieme colonne, etc. La derniére colonne est séparée par une

barre verticale et contient les termes inhomogenes.



OPERATIONS SUR LES LIGNES

Correspondance entre les opérations sur les équations d’'un systéeme

et celles effectuées sur les lignes d’'une matrice.

@ Remplacer une équation par celle obtenue en ajoutant un

multiple d’une autre équation.
© Echanger deux équations.

© Multiplier une équation par un nombre non nul.

@ Ajouter a une ligne un multiple d'une autre ligne.

©

Echanger deux lignes.

@ Multiplier une I|gne par un nombre non nul.
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EQUIVALENCE SELON LES LIGNES

DEFINITION

Deux matrices sont équivalentes selon les lignes si on peut passer
de I'une a I'autre par des opérations élémentaires sur les lignes de

type 1, 2 ou 3.

PROPOSITION
Deux systemes linéaires dont les matrices sont équivalentes selon

les lignes admettent les mémes solutions. On dit que les systemes

sont équivalents.




1.2 LA METHODE DE GAUSS

Johann Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855)



MATRICE ECHELONNEE ET REDUITE

Une

matrice est échelonnée si
les lignes non nulles se trouvent au-dessus des lignes nulles;

le premier coefficient non nul d'une ligne (le coefficient
principal) se trouve a droite du coefficient principal des lignes
précédentes;

les coefficients situés en-dessous d'un coefficient principal sont
nuls.

Elle est dite échelonnée-réduite si de plus

les coefficients principaux sont tous égaux a 1;

dans la colonne d'un coefficient principal tous les autres

coefficients sont nuls.
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METHODE DE (GAUSS

THEOREME
Toute matrice est équivalente selon les lignes a une unique matrice

échelonnée et réduite.

Méthode. (1) Si x; est une inconnue qui apparait dans le systeme,
la premiére colonne de la matrice n’est pas entierement nulle.
Quitte a échanger des lignes (type Il), on peut donc supposer que
le coefficient a11 est non nul. Dans la pratique on choisit la ligne

ou ce coefficient est le plus proche de 1.

a1 — Zh.aq = ©
(2) A l'aide d'ogratior%\s de tyg\e"fon remplace la ligne L; par la

- L1 |de sorte a obtenir une matrice dont la premiere

colonne €s ment nulle sous le coefficient a71.



METHODE DE GAUSS, 2

ail a2 ... ain b ai1 a2 ... ain b

/ / /

dp1 da22 ... aop b2 0 dyo ... do, b2
—

b O / / b/

aml am2 --- amn bm ao ... an, b

(3) Quitte a permuter des lignes (type 1) on s’arrange pour que
a5, soit non nul ... a moins que tous les coefficients a}, = 0, auquel

cas on passe a la colonne suivante. Disons ici que a3 # 0.



METHODE DE GAUSS, 3

(4) Comme en (2) on utilise des opérations de type | pour obtenir

des zéros sous aj; :

a1 a2 ai3 a4 ... an b
/ / / /

0 0 ay ay ... a, b

/! /! /!

0 0 0 azg ... a3, b3

/! /! /!

0 0 0 a, ... ay,, by,



METHODE DE GAUSS, 4

(5) On continue ainsi de suite pour échelonner la matrice en

utilisant uniquement des opérations de type | et II.




1.2.2 PIVOTS ET COMPATIBILITE

DEFINITION

Les emplacements des coefficients principaux sont des pivots (ou

échelons). Les colonnes de ces coefficients sont les colonnes pivots.
V.

DEFINITION
Un systeme d'équations linéaire est compatible s'il admet au moins

une solution. Sinon il est dit incompatible.

S'il y a un pivot dans la derniére colonne (celle des termes
inhomogenes), on a alors une équation 0 = Ek+1 et Bk+1 est non

nul. Il n'y a donc aucune solution.



1.2.2 METHODE DE GAUSS, REDUCTION

(6) Si le systeme est compatible, on réduit la matrice échelonnée.
On obtient des zéros au dessus des pivots en utilisant des
opérations élémentaires de type I. On commence par le dernier

pivot et on remonte dans les lignes de la matrice.

(7) On utilise enfin des opérations de type Ill. On divise chaque
ligne non nulle par son pivot pour transformer chaque coefficient

principal en 1.

La matrice est maintenant échelonnée et réduite.
REMARQUE
Dans la pratique on peut utiliser des opérations de type Il plus

rapidement. L'ordre des opérations ne change pas la forme

échelonnée et réduite de la matrice puisqu’elle est unique.




EXEMPLE AVEC PARAMETRE a € R
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