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UN CALCUL D’ INTEGRALE DOUBLE

Cet exemple classique en analyse de calcul d'aire revisite |'exemple
vu en classe de I'ellipse. On considere
@ les coordonnées (xi, xp) cartésiennes du plan Ox;xo;
© un domaine D du plan Oxix» dont on aimerait connaitre I'aire;
© des coordonnées yi, y» mieux adaptées a la description de D.

On connait également les fonctions qui permettent de changer de

coordonnées x; = fi(y1,y2) et xo = h(y1, y2).



EXEMPLE DE CHANGEMENT DE COORDONNEES

Les coordonnées polaires sont mieux adaptées que les coordonnées

cartésiennes dans le cas d'une ellipse € centrée en I'origine:

@ Les coordonnées polaires sont r et 6, rayon et angle
déterminés par rapport au repere Oxy.
@ On choisit ici les fonctions x = fi(r,0) = arcos et

y = f(r,0) = brsin.

L'ellipse est alors décrite par le fait que 0 < r <1let0 <6 < 2m.



LA MATRICE JACOBIENNE

Soient deux fonctions réelles fi(y1, y2) et f2(y1, y2) (de deux
variables réelles y; et y»). Les dérivées partielles O0f; /Qy; se
calculent en dérivant la fonction f; comme fonction d'une variable

y; (et I'autre variable est alors considérée comme une constante).
DEFINITION

0fi/0y1 O /Oy»
O /0y1  0f/0y»

La matrice Jacobienne est la matrice J =

acos) —arsinf

bsin@  brcosf

Dans I'exemple la Jacobienne est J =



CHGT DE VARIABLE DANS UNE INTEGRALE DOUBLE

Soient

@ g(x1,x2) une fonction réelle de deux variables réelles qu’on

aimerait intégrer sur un domaine D;

© des coordonnées y;, y» mieux adaptées a la description de D;

©

un changement de variables x; = fi(y1, y2) et x2 = fa(y1, y2);

@ un domaine U dans le repére Oy;y» qui “correspond a D par le

changement de variables”.

THEOREME

//g(xl,Xz)dxldX2z//g(ﬂ(yl,yz),fz(yl,yz))~detJ~dy1dy2
D U




LL’AIRE D’UNE ELLIPSE

L'aire de I'ellipse € est donnée par la double intégrale de la

Aire(&) = //5 1 dxdy

Le passage aux coordonnées polaires permet de se ramener a une

fonction 1, ainsi

intégrale sur un rectangle R = [0, 1] x [0, 27].

Le déterminant de la Jacobienne vaut abr cos? 6 + abrsin® 0 = abr.

Par la formule de changement de variable on a aussi

27 1
Aire(€) = // 1-detJ-drdf = / </ abrdr) df = abm
R 0 0



