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1.8 APPLICATIONS LINEAIRES

Soient V et W des espaces vectoriels. On considére une
transformation (application) T : V — W. Elle associe a tout
vecteur v de V un vecteur Tv de W.

DEFINITION

L'application T est linéaire si, pour tous u,v de V et tout o € R,

Q@ T(u+v)=Tu+ Tv;
Q T(av)=a(Tv).

Soit A une matrice m x n. Alors la transformation T : R"” — R™

donnée par la multiplication matricielle
V= AV

est linéaire.



1.8.1 EXEMPLES

X1
, . . 3 2 . . X1
Q@ L'application p: R> — R® qui projette | xo sur
X2
X3
est linéaire puisqu’elle est représentée par la matrice
100
010
O L’homothétie de rapport 3 dans R? est linéaire puisqu’elle est
. : 30
représentée par la matrice
0 3

Q La symétrie d’axe Ox dans R? est linéaire puisqu'elle est
1 0

0 -1

représentée par la matrice




1.8.2 PROPRIETES

PROPOSITION
Soit T une application linéaire. Alors

Q@ T(au+pv)=aTu+pTv;
Q@ T(0)=0.

Preuve. On calcule sans réfléchir!
T(au+ Bv) = T(au)+ T(Bv) =aTu+ BTv
et d'autre part

T(0)=T(0-0)=0-T(0)=0



1.8.3 AUTRES EXEMPLES

a
a
Q T :R2 — R3 définie par T = b est linéaire.
b
0
Q@ T :P,— C(R,R) définie par T(p) = p(t) est linéaire.

Q T, : Py — R définie par Ty(p) = p(A) est linéaire pour tout
A € R. En particulier I'évaluation en zéro est linéaire :

To(at?> + bt +¢) = c.




1.9 LA MATRICE D’UNE APPLICATION LINEAIRE

SLOGAN
Toutes les applications linéaires sont représentées par des matrices.J

Soit T : R" — R™ une application linéaire. On choisit les vecteurs

1 0 0

0 1 0
=0 B=]|o0 & =

0

0 0 1

lls engendrent R" puisque X = x1e_1> + -4 x,,e_,,>. C'est la seule

_)

combinaison linéaire qui donne X car les € sont libres.



1.9.1 CONSTRUCTION DE LA MATRICE

SLOGAN

Si on connait les vecteurs T??, alors on connait T.

On pose 3,-> = T?,-> et on forme la matrice m x n

A=(31...3)

Pour tout vecteur X de R” on peut écrire
TX =T(ael + -+ xnep)
=xTel ++x.Te
= X3+ + xpap = AX

THEOREME
Soit T : R” — R™ une application linéaire. Il existe alors une

unique matrice A de taille m x n telle que TX = AX.




1.9.2 EXEMPLES

SLOGAN J

Les colonnes de la matrice de T sont les images des vecteurs el

Quelles sont toutes les applications linéaires T : R — R 7
Elles sont données par une matrice 1 x 1, c'est-a-dire par un seul

nombre réel a. Ici & = (1) et ainsi
Tx = ax

Exemple. Dans R3, la rotation d’axe Ox et d’'angle 90° est
linéaire. Quelle est sa matrice?

10 O

00 —1

01 0



Ex

1A

LA
=9




1.9.3 PROBLEME D’EXISTENCE

DEFINITION
Une application T : V — W est surjective si tout vecteur b de W

est I'image d'au moins un vecteur de V.

En termes mathématiques. Pour tout b € W, il existe v € V tel

que Tv = b.

Lorsque T : R" — R est linéaire, représentée par la matrice A,

cela signifie que le systeme

AR =B

a toujours au moins une solution pour tout b € R™.



1.9.4 PROBLEME D’UNICITE

DEFINITION
Une application T : V — W est injective si tout vecteur b de W

est I'image d'au plus un vecteur de V.

En termes mathématiques. Si Tv = b= Tw, alors v = w.

Lorsque T : R" — R™ est linéaire, représentée par la matrice A,

cela signifie que le systeme

AX =B

est soit incompatible, soit admet une unique solution.



1.9.5 EXEMPLE
On étudie I'application linéaire T : R? — R? donnée par la matrice

1 -1

-1 1

On veut savoir si T est surjective ? injective ?




1.9.6 CRITERE D’ INJECTIVITE

THEOREME
Une application linéaire T : V — W est injective si et seulement si

la seule solution de Tx = 0 est x = 0.

Preuve. Si T est injective, il y a au plus un vecteur v tel que
Tv = b pour tout choix de vecteur b. C'est donc vrai en particulier

pour b =0!
Reste a voir : si Tx =0 = x =0, alors T est injective.

REMARQUE

Dans la pratique c'est toujours ce critere que I'on vérifie pour

montrer qu'une application linéaire est injective.




Fin

=




1.9.7 CRITERES MATRICIELS
THEOREME
Soit T : R” — R™ une application linéaire et A sa matrice. Alors

@ T est surjective si et seulement si les colonnes de A

engendrent R™ (il y a un pivot dans chaque ligne de A);

© T est injective si et seulement si les colonnes de A sont libres

(il y a un pivot dans chaque colonne de A).

V.

Preuve. On utilise deux fois le fait que AX = X171 + +Xn?n.
1. L'équation AX = ? est toujours compatible si et seulement les
colonnes de A engendrent R™ (par définition).

2. L'équation AX = 6> a une solution unique si et seulement si les

colonnes de A sont libres. O



1.9.8 PROTOTYPES

Que peut-on dire des matrices suivantes, échelonnées et réduites :

1 00
1 000
010
A=0100 B =
0 01
0 010
000




1.9.8 UN EXEMPLE

On considere 'application T : R? — R* donnée par la formule

x1 +4xo

T X1 _ 0
X2 X1 — 3X2

X1

@ Est-elle linéaire?
@ Est-elle injective ?

@ Est-elle surjective ?



RES

D
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1.9.8 EXEMPLE

On considere I'application T : R3 — R? donnée par la formule

X1
x1 + 4xo
T X2 ==
x|y — 3x0 + x3
X3

@ Est-elle linéaire?
@ Est-elle injective ?

© Est-elle surjective ?



RES

D
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2.1.1 LES MATRICES : NOTATION

Soit A une matrice m x n. Nous avons souvent noté ses colonnes
— .
aj pour écrire

A=(al...a)

Chaque colonne est un vecteur

aij ail1 412 ain

azj L. a1 a2 azn
3} = _ si bien que A = _

amj dml dm2 ... dmn

On note aussi parfois simplement | A = (ajj) mxn |, Ou méme

A = (ajj) lorsque la taille de la matrice est claire.



2.1.1 LES MATRICES : TERMINOLOGIE

DEFINITION
La matrice nulle est la matrice (0)mx, dont tous les coefficients

sont nuls. Une matrice carrée est une matrice de taille n x n.

La diagonale d'une matrice A est constituée des coefficients

diagonaux aii, a2, . . ., amm. Une matrice carrée est diagonale si
1 00
ajj =0 pour i # j. C'est le cas de la matrice [ 0 0 0
0 0 3
SOMME

Soient A et B deux matrices m x n. Alors la somme A + B est la

matrice (aj; + bjj).




2.1.2 LA SOMME DE MATRICES

1 2
1 2 3
La somme + 3 4
4 5 6
5 6
n'a pas de sens! Mais
1 2 3 N 135) (25 8
4 5 6 2 4 6 6 9 12

PROPRIETES DE L’ADDITION

@

@
Q@
Q@

Commutativité : A+ B =B+ A;
Associativité : A+ (B+ C)=(A+B)+ C;
Matrice nulle : A+ (0) = A=(0)+ A;

Opposé : La matrice —A = (—a;j) est I'opposé de A.




2.1.3 LLACTION

ACTION J

Soit A une matrice m x n et o € R. Alors aA est la matrice (aajj).

1{10 1({01 1/2 —1/2
Exemple. - - = =
2(0 1) 2(1 0) (1/2 1/2)

PROPRIETES DE L’ACTION
(E) Distributivité | : a(A+ B) = aA+ aB;

F) Distributivité Il : (o + 8)A = aA + BA;

H) Unité : 1-A=A.

(¥)
(G) Compatibilité : a(SA) = (aB)A.
(1)




2.1.4 ESPACES VECTORIELS DE MATRICES

PROPOSITION
Les matrices de taille m x n, Mp«,(R) forment un espace vectoriel.
.

EXEMPLE

a
L’ensemble W = |a—d=0=c ) estun
c d

sous-espace de My o(R).

© la matrice nulle appartient 3 W/;
@ la somme est stable;

@ l'action est stable.
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2.1.5 LE PRODUIT MATRICIEL
Soit A = (ajx) une matrice m x n et B = (byj) une matrice n x p.

SLOGAN 1

On multiplie les matrices lignes par colonnes.

Le coefficient (i,j) de A- B est donc
bl_,'

b2.
(A-B)y=(aiman -.- am) | . | =anby+anby+-+ainby

bpj

On peut écrire cela grace au produit “matrice fois vecteur” (1.4) :

A-B=A-(b1...b,)=(Aby1...Ab,)




Ex




2.1.5 PRODUIT ET COMPOSITION

SLOGAN 2
Le produit matriciel représente la composition des applications

linéaires.

I\\
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2.1.5 EXEMPLE : COMPOSITION DE ROTATIONS

1/2  —+/3/2
Soit Rgp = / \[/ la matrice de rotation de 60°.
V3/2  1)2

1/2  —/3/2 12 —v3/2\ [ -1/2 —V3)2
Vv3/2  1/2 V3/2  1)2 V3/2  —1/2
est la matrice de rotation de 120°.
En général le calcul RyRy = Rj19 permet de retrouver les formules
d’'addition des angles :

’cos(gﬁ—i—&) = cos ¢ cos § — sind)sin&‘
’sin(qﬂ—@) = sin ¢cos€+cosq§sin0‘
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