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5.3.1 DIAGONALISATION

DEFINITION

Une matrice est diagonalisable si elle est semblable a une matrice

diagonale, i. e. il existe P inversible telle que P~ AP est diagonale.
v

THEOREME
Une matrice A de taille n x n est diagonalisable si et seulement si il

existe une base B de R" formée de vecteurs propres de A.

Preuve. On regarde A comme la matrice de T : R" — R"” dans la

base canonique : TX =A-X et (T)%"=A.

Can

Soit B une autre base. Alors (T)} est diagonale <=
_>
= (T(b;)s = A €;. Dans la base B les coordonnées de

— N
T( b;) sont nulles sauf la i-eme.



5.3.2 OBSERVATIONS

Soit A la matrice d’une application linéaire T exprimée dans la

Can

can. Soit D la matrice de T exprimée

base canonique, A= (T)
dans une base B, de sorte que D = (T)3 est diagonale.
@ Les colonnes de la matrice de changement de base
P = (Id)§™ sont les vecteurs propres de la base B.
© A= PDP~! et D est diagonale, les valeurs propres A1, ..., A,
de A se trouvent dans la diagonale, dans I'ordre choisi pour
construire la base.

© Le déterminant de A est le produit des valeurs propres (avec

multiplicité). En effet
detA = det(PDP~!) = detPdetDdet(P~1)

= detD = )\1 . )\2 ----- )\n



5.3.2 EXEMPLE
Soit T : May2(R) — May2(R) I'application linéaire définie par
b +d b-—
- a _ (e c
c d c—b a+d

On commence par écrire la matrice de T dans la base canonique.

Cette matrice est de taille 4 x 4!




5.3.2 EXEMPLE, SUITE

On calcule le polynéme caractéristique

1-t 0 0 1 1—-t 0 0

calt) = 0 1—-¢t -1 0 _ 0 1—-t -1
0 -1 1—-t O 0 -t -t

1 0 0 1—1¢ 2—t 0 0
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5.3.3 PREMIER CRITERE DE DIAGONALISATION

THEOREME
Soit A une matrice de taille n x n ayant n valeurs propres

distinctes. Alors A est diagonalisable.

Preuve. Pour chaque valeur propre on a un vecteur propre. Ces n
vecteurs sont libres par 5.1.5 et forment alors une base de R". [

PROPOSITION
Soient A et u deux valeurs propres distinctes de A. Alors

E\NE,={0}.

Preuve. Soit X € Eyx N E,, alors AX = AX, et aussi AX = X .
Comme p # A, alors7:6>. O

REMARQUE
Les espaces propres Ey et E,, forment une somme directe E) @ E,,.



5.3.4 MULTIPLICITES

PROPOSITION
Soit A une valeur propre de A. Alors 1 < dimEy < mult()).

Preuve. E, contient un vecteur propre, non nul : 1 < dimE,. Si
— — ,
b1,... by est une base de Ey, on peut la compléter en une base

de R". Dans cette base la matrice devient

A0 0 x x
0 0 * =
0 0 A *x =
0 0 0 % =
0 0 0 *x =

Le polynéme caractéristique de cette matrice est le méme que celui

de A et commence par (A — t)X. Donc k < mult()). O



5.3.5 CRITERE DE DIAGONALISATION

Les deux propositions ci-dessus sont les clés de notre deuxieme
critere. Il faut qu'il y ait assez de valeurs propres réelles et assez de

vecteurs propres.

THEOREME
Une matrice A est diagonalisable (sur R) si et seulement si

@ Le polyndme caractéristique est scindé : il se décompose en

produit de facteurs (A — t) avec des A € R.

@ Pour tout A, on a dimE) = mult(\).

Si A est diagonalisable on forme une base de vecteurs propres en

réunissant les vecteurs de base de chaque espace propre.
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A.1 LES CORPS : DEFINITION

Jusqu'ici nous avons développé des méthodes qui permettent de
travailler avec des matrices a coefficients dans R et nous avons
aussi constaté que cela fonctionne dans Q. Il y a beaucoup d'autres
corps de nombres! Vous connaissez bien siir les nombres
complexes, C, et on pourrait refaire la théorie de la diagonalisation
sur les complexes, nous en verrons d’autres.

DEFINITION

Un corps K est un ensemble muni d'une addition + et d'une
multiplication - pour lesquelles les regles de calcul “usuelles”

s'appliquent.




A.1 LES CORPS : DEFINITION

Plus précisément on demande que

@ (K, +) est un groupe abélien : il vérifie les axiomes
d'associativité, de commutativité, il y a un élément neutre 0

et chaque nombre x admet un opposé —x.

@ Le produit est associatif, commutatif, il existe un élément

neutre 1 et chaque nombre x # 0 admet un inverse x 1.

© La multiplication est distributive par rapport a I'addition :

x(y + z) = xy + xz pour tous x,yz € K.



A.2 EXEMPLE : LE CORPS F,

Soit F; = {0,1}. On définit somme et produit par les tables :

+]0|1
0(/0]|1
1110

01
0|00
0|01

REMARQUE

La symétrie des tableaux montre la commutativité des opérations.

Pour + la ligne de 0 montre que c'est un élément neutre et pour -

c'est celle de 1 qui le prouve.




A.3. APPLICATION : LE CODE DE HAMMING

En 1946 I'ingénieur Hamming invente le premier code

autocorrecteur pour ordinateurs a cartes perforées.

Son idée est d'ajouter 3 chaque mot de 4 bits didadsdy dans (F2)*
un mot de 3 bits de controle formé par les sommes dans F :

Q d+d+ds

Q d+d3+ds

QO db+ds+ds



A.3. LE CODE DE HAMMING

On utilise 16 signes comme alphabet de base : 0000, 0001, ...,

1110, 1111. On visualise les bits de contrdle p1, p» et p3 comme

suit : ‘

Si une erreur se glisse dans la transmission, le code est capable de
s'autocorriger. Si le mot didadsdapipops = 1001010 est transmis,
la parité de di + d» + dj est correcte, mais les deux autres sont
erronés. Ainsi il faut corriger le seul nombre commun aux bits de

contrle po et ps qui n'apparait pas dans p;.



A.4 LE CORPS DES NOMBRES COMPLEXES

On utilise la notation cartésienne pour introduire C.

DEFINITION

Le corps des nombres complexes C = {a + bi|a, b € R} est muni
Q de la somme (a+ bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i;
@ du produit (a+ bl)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.

REMARQUE
L'addition est définie coefficient par coefficient, pas de surprise! La

mutliplication est définie de la seule maniére possible pour que
Q clle étende le produit de R;
Q onait 2= —1;

@ le produit soit distributif par rapport a la somme.




A.5 LES MATRICES DE TAILLE 2 X 2

@ On peut additionner deux matrices de méme taille et

(Max2(R), +) forme un groupe commutatif.

@ On peut aussi multiplier deux matrices 2 x 2 entre elles, ce
produit est distributif par rapport a la somme, mais les

matrices ne forment pas un corps!

PROBLEMES
Le produit n'est pas commutatif, mais pire, il existe de nombreuses

matrices qui ne sont pas inversibles. L'ensemble des matrices de

taille 2 x 2 forme ce que I'on appelle un anneau (non commutatif).

Par contre, il existe des sous-ensembles de My, >(R) qui sont des

corps !



A .6 SOUS-ANNEAUX DES MATRICES DE TAILLE 2 X 2

@ Soit S = {A € My 2(R) | A est scalaire }. Alors S forme un
corps pour la somme et le produit de matrices. En fait
I'application f: R — S définie par f(a) = al est un
isomorphisme qui identifie S avec le corps des nombres réels.

@ Soit M = {A € Max2(R) | a11 = axp et ajp = —ap1}. Alors M
forme un corps.

Puisque la somme est associative et commutative et que le produit
est associatif et distributif pour toutes les matrices, on vérifie
seulement la commutativité du produit dans M et |'existence d'un

inverse pour tout élément non nul de M.
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A.7 ARITHMETIQUE MODULAIRE

Comme pour Fy = {0,1} on peut considérer I'ensemble des
nombres entiers {0,1,2,...,n— 1}.
On regarde ces nombres comme tous les restes possibles de la
division par n, ce qui nous permet de définir une somme et un
produit en calculant dans Z, mais en ne gardant que le reste de la
division. Ainsi

@ Dans {0,1,2} on calcule 242 =

O Dans {0,1,2} on calcule 23 =

@ Dans {0,1,2,3,4} on calcule 3-4 =

O Dans {0,1,2,3,4} on calcule 1 — 4 =

@ Dans {0,1,2,3,...,10,11} on calcule 10-6 =



A.8 LE corps F,

PROPOSITION
Lorsque n n'est pas un nombre premier les opérations définies

ci-dessus ne forment pas un corps.

Preuve. Comme n n’est pas premier, n=a-b pour 1< a,b< n.
Ainsi le nouveau produit a- b est nul. Alors a ne peut pas avoir
d'inverse car sinon b=1-b=al.-a-b=a1.0=0. O
THEOREME

Lorsque p est un nombre premier les opérations définies ci-dessus

forment un corps IFp,.

Les seules propriétés qui ne découlent pas de celles de la somme et

du produit dans Z sont |'existence d'opposé et d'inverse.
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5.3.5 CRITERE DE DIAGONALISATION

En général, pour diagonaliser une matrice sur R, il faut qu'il y ait

assez de valeurs propres réelles et assez de vecteurs propres.

THEOREME
Une matrice A est diagonalisable sur R si et seulement si

@ Le polynéme caractéristique est scindé sur R : il se décompose

en produit de facteurs (A — t) avec A € R.

@ Pour tout A, on a dimE) = mult(\).

Si A est diagonalisable on forme une base de vecteurs propres en

réunissant les vecteurs de base de chaque espace propre.



5.3.5 EXEMPLE
-3 2 2

Soit A= 2 —3 2 |.On constate sans faire de calculs :

2 2 =3
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5.3.6 DIAGONALISABILITE : METHODE

Soit T : V — V une application linéaire.

o

© ©6 © ©

©

Choisir une base C de V (la base canonique si elle existe).
Ecrire la matrice A = (T)$ de T dans cette base.

Calculer le polynéme caractéristique ca(t).

Si ca(t) n'est pas scindé, A n'est pas diagonalisable.

Si ca(t) est scindé, extraire les racines A de ca(t) et calculer
les multiplicités algébriques.

Calculer les espaces propres E) et les multiplicités
géométriques.

Si dimEy # mult(\) pour une valeur propre A, alors A n'est
pas diagonalisable.

Si dimE) = mult(\) pour tout A, alors A



5.3.7 DIAGONALISATION : METHODE

Soit T : V — V une application linéaire
@ Choisir une base B) de E) pour toute valeur propre \.
@ Réunir les By pour former une base B de V.

QD= (T)% est diagonale. Les valeurs propres apparaissent dans

la diagonale dans I'ordre choisi pour construire la base B.

O Les colonnes de la matrice de changement de base P = (1d)

sont les vecteurs de B exprimés en coordonnées dans C.

Q@ D=P 'AP et A= PDP7 1.



5.3.7 EXEMPLE : CHOIX D’UNE BASE POUR T

Soit W le plan de R3 donné par I'équation x + y + z = 0. On

considere |'application linéaire T : W — W donnée par la formule

—-y—z 9y 4z
1
T y =3 3y — 8z
—12y + 7z

@ On vérifie d'abord que TWeWw pour tout wWew.

@ On choisit ensuite une base C de W, par exemple



5.3.7 EXEMPLE : DIAGONALISATION DE T

On peut maintenant calculer la matrice A de T, par rapport a la

base C. Il faut toutefois calculer les images des vecteurs de base :

9 1 1
3 12 312
T = — = — _ — = — —_— —
(@)=5| 3 5| 1 5 507 5 @
12 0 1
1
8
T(c) = 5 -8 = - gcl + gcz
7
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5.3.7 EXEMPLE : UNE NOUVELLE BASE

La base de vecteurs propres choisie pour diagonaliser A est par

exemple formée de et | A quelle base de W ces
1 3

vecteurs correspondent-ils 7 Ces vecteurs sont donnés en
coordonnées dans la base C puisque A est la matrice de T par

rapport a C :
(TE)e = (T(x))e

Par exemple by = ¢1 + ¢. Ainsi

La signification géométrique de T est maintenant transparente!



5.3.
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5.4.1 LA TRACE

DEFINITION
Soit A une matrice carrée de taille n x n. La trace

TrA= a1 +axn + -+ an.

Ce nombre se lit comme le coefficient de t"~! dans le polyndme
caractéristique ca(t), au signe pres.

LEMME
Tr(AB) = Tr(BA).

THEOREME
Si A est diagonalisable, alors la trace de A est égale a la somme

des valeurs propres.




5.4.2 DEUX COMPLEMENTS

THEOREME
Soit A une matrice carrée telle que ca(t) est scindé. Alors A est

triangularisable (A est semblable a une matrice triangulaire).

Le théoreme suivant affirme que le polyn6me caractéristique
“annule” la matrice A.

THEOREME DE CAYLEY-HAMILTON

Soit ca(t) = t" + a,_1t" 1 + ... a1t + ag le polynéme

caractéristique de A. Alors

A"t a2, A" 4 A+ agl, =0




5.6.1 APPLICATION : CALCUL DE PUISSANCES

Soit A une matrice diagonalisable. Il existe une matrice inversible P

et une matrice diagonale D telles que

A= PDP!

Mais alors on a aussi

A2 = pDP~1ppP~t = PD2P~1 ot |AK = PD* P!

M 0 ... 0 Moo ..o0
0 X 0 0 X o0
D= ? = Dk = ’
0 . 0 S0 .0



