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Série 8

Cette série suit le chapitre 4 du livre Algebre Linéaire et applications de D. Lay.

Mots-clés : espace vectoriel, sous-espace vectoriel, application linéaire, noyau, image, base,
coordonnées
Remarques :

1. il existe plusieurs méthodes possibles pour résoudre ces exercices. Des fois le corrigé
donne aussi une méthode alternative, méthode que nous verrons plus tard dans le
cours;

2. il peut arriver que certaines questions soient reliées au cours du jeudi.

Exercice 1 (Sous-espace vectoriel)

Trouver la dimension du sous-espace H défini par :

a — 3b+ 6¢
o 4 i 5a+4d N
H—{?GR ]?— b9 —d | ou a,b, c,d € R}
5d

Exercice 2 (Axiomes)

Soit V' un espace vectoriel muni des opérations d’addition et de multiplication par un
scalaire. En n’utilisant QUE les 10 axiomes d'un espace vectoriel, montrer les propriétés
suivantes. Notons I’élément nul de V' avec 0y, afin de le distinguer de 0.

a) L’élément inverse de v € V' est unique.
b) Ov =0y et Oy = —0y.
¢) aly = Oy.

) (=Dv=—v.

S8

Exercice 3 (Sous-espace vectoriel)

Soient V' et W deux espaces vectoriels, et T : V' — W une transformation linéaire. Montrer
que si U C V est un sous-espace vectoriel, alors I'ensemble image T'(U) est un sous-espace
vectoriel de W.



Exercice 4 (Base)

On rappelle que P3 est I'espace vectoriel des polyndmes de degré inférieur ou égal a 3.
a) Les vecteurs de P3 suivants sont-ils linéairement indépendants ?
() p1,p2,ps tels que pi(t) = 1 — 12, pa(t) =12, ps(t) = ¢, t € R.
(ii) p1,pa,ps tels que py(t) = 1+t + 12 po(t) =t + 12, p3(t) =%, t € R.

b) Les vecteurs py, po, ps de (ii) forment-ils une base de P3?
Exercice 5 (Indépendance linéaire)

On rappelle que C°([0, 1]) est I'espace vectoriel des fonctions f : [0,1] — R continues.

a) Soit f,g € C°([0,1]) définie par f(t) = sint et g(t) = cost. La famille {f, g} est-elle
libre ou liée ?

b) Méme question pour {f,g,h} ou f(t) = sint, g(t) = sintcost, et h(t) = sin 2t.

¢) Pour les applications T : C°(]0, 1]) — R suivantes, déterminer celles qui sont linéaires.
Pour celles qui ne le sont pas, trouver un contre exemple.

1) Ty(f) == Jg f(t)dt
2) To(f) := maxsep ) f(t)
3) Tz(f) = f(1/2).

Exercice 6 (Ker(A), Im(A))
1 2 31

Soit A= 1 2 3 0 |. Trouver une base de Ker(A) et de Im(A).
1 2 31

Exercice 7 (Indépendance linéaire)

Soit My, l'espace vectoriel des matrices de taille 2 x 2.

a) Montrer que les matrices A, B et C' données par A = ( (1) 1 ), B = ( 1 (1] >a

C= < 8 (1) ) sont linéairement indépendantes.

b) Trouver a, b, ¢, d tels que pour D = ( ch Z >, les matrices A, B, C', D forment une
base de My yo.



Exercice 8 (Ker(A), Im(A))

Soit Py I’ensemble des polyndémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a 2, dont on
admet que c’est un espace vectoriel. On considére la transformation 7' : Py — R? définie

p(0)
T(p) = .
par T'(p) (p(O) )
a) Vérifier que T est linéaire.

b) Trouver une base de Ker T

¢) Trouver une base de Im 7.

Exercice 9 (Coordonnées)

a) On considere le vecteur 7 = ( § ) exprimé dans la base canonique de R2. Trouver les
4 = T 2 NI 1 - 0
coordonnées [v]; de U dans la base B = (by, b2) de R*, ot by = 5 et by = 1)

2
b) Méme question pour ¥ = [ 3 | donné dans la base canonique de R? & exprimer dans
1

la base (51, by, 53) donnée par

1 1 0
bl: 0 ; b2: 1 ) b3: 0
1 0 1

Exercice 10 (Sous-espaces vectoriels)

Soit V' un espace vectoriel et U, W des sous-espaces de V.

a) Montrer que I'intersection U N W est encore un sous-espace de V.

b) Montrer qu’en général la réunion U U W n’est pas un sous-espace de V' (donner un
contre-exemple explicite, par exemple dans I'espace vectoriel V = R?).

¢) On pose U+ W = {u+w|u € Uyw € W}. Autrement dit U + W est constitué de
tous les vecteurs qui sont sommes d'un vecteur de U et d'un vecteur de W. Montrer
que U + W est un sous-espace de V.

1
d) Dans R? on considére les vecteurs U =1|1]etwW=/|—-11eton définit les
0 0

sous-espaces U = Vect{} et W = Vect{w}. Décrire U UW et U + W.

Remarque. En fait U + W est le plus petit sous-espace qui contient U U W.



Exercice 11 (Im(A), Ker(A))

Soient

) 1 3 —5/2
W=11| e A=|-3 —2 4
9 9 4  —4

Déterminer si @ est dans ImA, dans KerA ou bien dans les deux.

Exercice 12 (VF)

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

V F
1 2 3 4
Le systeme d’équations linéaires homogene représenté par la matrice (2 3 4 5
0007

est compatible. 0 O
1 2 3 4
Le systeme d’équations linéaires inhomogene représenté par la matrice (2 3 4 5
0007

est compatible. O O

Si la matrice des coefficients d’un systéme de quatre équations a quatre inconnues a
un pivot dans chaque colonne, alors le systeme est compatible. 0o o

Si la matrice des coefficients d’un systéme de quatre équations a quatre inconnues a
un pivot dans chaque ligne, alors le systeme est compatible. 0 o

Si la matrice augmentée d’un systéeme de quatre équations a quatre inconnues a un
pivot dans chaque ligne, alors le systeme est compatible. O O

Si la matrice augmentée d’'un systeme de quatre équations a quatre inconnues a un
pivot dans chaque colonne, alors le systeme est compatible. 0 O

Exercice 13 (VF)

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

a)
b)

c)

d)

V F
Si deux lignes d’une matrice de taille 7 x 7 sont les mémes, alors det A=0. O O
Si A est une matrice carrée dont le déterminant vaut 2, alors det(A?) = 6. 0 d
Si A et B sont des matrices de taille n x n telles que det A = 2 et det B = 5, alors
det(A+ B)=T7. O O
Si A est une matrice carrée triangulaire inférieure, alors A est inversible. 0o O

4



Exercice 14 (QCM)

a)

Soit a, b, ¢ des nombres réels. On considére les quatre polynomes p(t) = t2 +t + 1,
qit) =t*+ 2t +a, r(t) =3+ b et s(t) =t + c. Alors

O La famille {p, q,r, s} forme une base de P, pour certaines valeurs des parametres
a,b, c;

O La famille {p, q,r, s} forme une base de P3 pour certaines valeurs des parameétres
a,b,c;

O La famille {p, q,r, s} est toujours linéairement dépendante dans PP ;

O La famille {p, ¢, r, s} est linéairement dépendante dans P53 lorsque a —c — 1 # 0.

Soient A; = (; 8) , Ay = (2 8) , Ay = (é 1) et Ay = (? 2) . Alors les ma-

trices A;, 1 = 1,2, 3,4, sont linéairement indépendantes

[] pour toutes valeurs de a, b.

[ lorsque a # 0 et pour toutes valeurs de b.
[ lorsque a # 0 et b # 3.

[ lorsque a # 0 et b = 3.

Dire lequel parmi les énoncés suivants est vrai.

(1 Soit f un vecteur de I'espace vectoriel V' des fonctions réelles d'une variable réelle.
S’il existe un réel ¢ tel que f(t) =0, alors f est le vecteur nul de V.

(] Soit f un vecteur de I'espace vectoriel V' des fonctions réelles d'une variable réelle.
Si f est le vecteur nul de V, alors f(t) = 0 pour tout nombre réel ¢.

O Soit p un vecteur de 'espace vectoriel V' des polynomes de degré < 5. Si p(0) = 0,
alors p est le vecteur nul de V.

O Soit (x,,)n>0 un vecteur de I'espace vectoriel V' des suites réelles. S'il existe un entier
n tel que z,, = 0, alors (x,),>0 est le vecteur nul de V.



