Algebre linéaire pour GM Mardi 29 octobre 2024
N. Pointet EPFL

Série 7 (Corrigé)

Exercice 1 (Preuve)

Montrer :
a) Si A est une matrice inversible, alors det A = .
b) Si A et @ sont des matrices inversibles de taille n x n, alors det (QAQ ™) = det A.
c) Si U est une matrice carrée de taille n x n telle que UTU = I,,, alors det U = =+1.
d) Si A est une matrice carrée telle que det A3 = 0, alors A est non inversible.

Sol.:

a) On al=detl, =det (A *A) =det A~1-det A. Ainsi, det A=t = -1

T detA-
b) C’est une conséquence de a) (d noter qu’il n’est pas nécessaire que A soit inversible) :

1
det (QAQ™") = det Q- det A det Q' = det Q - det A - vl det A.

c) (De telles matrices U s’appellent des matrices orthogonales). On a 1 = detl, =

det (UTU) = det UT - det U = (det U)?. Ainsi, (det U)* = 1, d’oti det U = 1.

d) On adet A> = (det A)*. Ainsi, (det A)®> = 0 ssi det A =0, ce qui équivaut au fait que
la matrice A est non inversible.

Exercice 2 (Déterminant de Vandermonde)

On considere des nombres a, b, ¢ € R et on construit la matrice

1 1 1
A= a b ¢
a? b A

Montrer que detA = (b—a)(c—a)(c—0b). Pour quelles valeurs de a, b, ¢ la matrice A est-elle
inversible ?

Indication. Effectuer des opérations sur les lignes de la matrice en utilisant Ly pour mo-
difier L3, puis L; pour modifier Ly. La méme astuce sera utile dans la suite de ’exercice !

Trouver une formule pour le déterminant de la matrice de la matrice 4 x 4

1 1 1 1

a b ¢ d

A= a? ¥ 2 &
at b S B



Comment peut-on généraliser ce résultat aux matrices n x n?

Sol.: Pour calculer le déterminant de la matrice A on peut astucieusement effectuer les
opérations élémentaires suivantes dans 'ordre indiqué : On soustrail a fois la 2éme ligne a
la 3éme et ensuite a fois la premiere ligne da la deuxieme :

111 11 ] - )
detA=|a b c¢c|=|0 b—a c—a :‘ b(b—C;) C(CC—C;)
a® b 0 v¥”—ba c—ca

Nous avons développé le déterminant selon la premiére colonne. On peut maintenant mettre
(b—a) en évidence par linéarité du déterminant comme fonction de la premiére colonne et
(c — a) par linéarité du déterminant comme fonction de la troisiéme colonne :

detA = (b—a)(c—a)

b L= ae-y

Pour que la matrice A soit inversible il faut que le déterminant soit non nul, donc que les
nombres a, b, ¢ soient tous distincts.

Les opérations élémentaires Ly — als, puis Ly — als, puis Ly — aly rameénent le calcul a
un déterminant de Vandermonde de taille 3 x 3.

1 1 1 1
a b ¢ d
a’> b 2
at b S B

1 1 1 1

0 b—a c—a d—a
0 bb—a) clc—a) d(d—a)
0 v*’(b—a) *(c—a) d*(d—a)

Ainsi le déterminant vaut (b — a)(c — a)(d — a)(c — b)(d — b)(d — ¢).

A=

1 |
Cl 02 PR Cn
oy . 2 2 ... 2 n
En général, si A = 1 2 o |,detA=II (¢j—c)
. . . 1<i<j<n
Attt vt

Exercice 3 (Déterminant et opérations élémentaires)

Sachant que

a b ¢
d e f|l=T1,
g h 1
calculer les déterminants
a+d bt+e c+f a b c
t=| d e f 1, s=l2d+a 22+0b 2f+(|.
g h 1 g h 1

Sol.:



e t =T7. En effet, on a obtenu cette matrice a partir de la matrice originale en ajoutant
la seconde ligne a la premiere ce qui ne change pas le déterminant.

e s = 14. En effet, on a obtenu cette matrice a partir de la matrice originale en multi-
pliant la deuxieme ligne par 2, ce qui multiplie également le déterminant par 2, puis en
ajoutant la premiere ligne a la seconde, ce qui ne change pas la valeur du déterminant.
ce qui ne change pas le déterminant.

Exercice 4 (Déterminant)

Calculer le déterminant de la matrice

1 -1 1 1 -1
-1 1 1 -1 1
A=]-1 -1 1 1 1

Sol.: On échelonne la matrice afin de rendre les calculs plus simples. On obtient det(A) =
16. En effet en utilisant Ly pour échelonner Ly et Ls et Lz pour Ly et Ly (¢a fera apparaitre
le plus rapidement possible des 0)

1 -1 1 1 -1 1 -1 1 1 -1

—1 1 1 -1 1 o 0 2 0 O

A=|-1 -1 1 1 1|~ oongdemwed 1o —2 2 2 0

1 1 1 1 -1 o o0 2 2 0

1 1 -1 1 1 o o o0 2 2

Puis en utilisant Lo

1 -1 1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 1
o 0 2 0 0 o 0 2 0 0 o 0 2
0 -9 9 9 0 opérationfsvde type 3 0 -9 0 9 0 L5<—£J5—L4 0 —2 0
o o0 2 2 0 o 0 0 2 0 0O 0 O
o o o0 2 2 o o o0 2 2 0O 0 O

En permutant Lo et L3 on obtient une matrice triangulaire supérieure, que l’on appelle A’

1 -1 1 1 -1
0 -2 0 2 0
A=10 0 2 0 0
o 0 0 2 0
0o 0 0 0 2

Le calcul de det(A) sera impacté par la permutation de la maniére suivante

det(A) = (—1)det(A') = (—1)(1- (=2)-2-2-2) = (—=1)(~16) = 16

O NN DO

N O OO



Exercice 5 (Preuve)

Soit A une matrice n x n. Montrer que si deux lignes de A sont identiques, alors det (A) = 0.
Que peut-on dire si deux colonnes sont identiques ?

Sol.: Deux lignes de A sont identiques ssi deux colonnes de AT sont identiques. Si deux
colonnes de AT sont les méme, alors les colonnes sont linéairement dépendantes, ainsi AT
est non inversible, c-a-d det (AT) = det (A) = 0. On peut donc conclure dans tous les cas
det (A) = 0.

Méthode 2 : Echanger deuz lignes (ou colonnes) de A multiplie le déterminant de A par
—1. En échangeant deux lignes identiques (ou colonnes) de A, la matrice A ne change pas.
On a donc : det (A) = —det (A). Ainsi det (A) = 0.

Exercice 6 (Déterminants)

Calculer les déterminants suivants en utilisant le développement selon une ligne ou une
colonne, et la méthode de Gauss d’échelonnage :

40 0 0 0
43 0 ?22_55 7 -1 0 0 0
a=16 52, b=|, oo o ¢=[2 6 3 0 0
9 7 3 231 3 5 -8 —4 -3 0
5 0 0 0 2

1 -1 =30 —3 -2 1 -4

S0 154 J1 3 0 -3

1 2 8 5’ -3 4 -2 8

3 -1 -2 3 3 -4 0 4

Sol.:

a) Par un développement selon la premiére ligne, on calcule deux déterminants 2 x 2 et
trouve a = 4.

b) Par un développement selon la troisiéme ligne, puis la premiére, on trouve b = 10.

c) En fait, la matrice étant triangulaire, nous savons que le déterminant est égal au
produit des éléments de la diagonale. On trouve ¢ = 72

d) On applique ici la méthode de Gauss : d = 3.

e) La réduction sous forme échelonnée de cette matrice fait surgir une ligne sans pivot.
On en conclut que e = 0.

Exercice 7 (Calcul d’aire et volume)

a) Calculer le volume du parallélépipede dont un sommet se trouve a l’origine et les trois
sommets adjacents se trouvent en (1,4,0), (—2,—5,2) et (—1,2,—1).
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b) Calculer I'aire du parallélogramme S dont les sommets sont donnés par les points
(=3,-1), (=2,-3), (0,2) et (1,0).

1 —2 -1
Sol.: Le parallélépipéde décrit est supporté par les vecteurs |4 |, | =5 | et | 2 |. Ainsi
0 2 -1
son volume est la valeur absolue du déterminant de la matrice
1 -2 -1
4 -5 2
0o 2 -1

On trouve 15.

L’aire du parallélogramme S est la méme si on lui applique une translation. On observe que
S=p+5', ou S estle parallélogramme dont les sommets sont (—4,—1), (=3, —3), (—1,2)

et (0,0), et p= (é) Ainsi

{aire de S} = {aire de S’} = |det(A)] =9,

A= (‘21 :g)

Exercice 8 (Applications linéaires)

pour

Déterminer si les applications linéaires associées aux matrices suivantes sont injectives,
surjectives ou bijectives :

111 11 11 1 45 009
9 3 9 2 2 3 4 2 351 8
A:3437 B=19 9 9 2| C=13146 7
001 2 1 01 01
Sol.: La réduction de Gauss-Jordan de la matrice A nous donne
1 1 1 1 1 1 1 01

A=12 3 2 — 010 —— 0 0

Ly+L,—3L, Ly+Ly—L,

O =

e Comme la matrice échelonnée-réduite associée a la matrice A n’a pas un pivot par co-
lonne, le systéeme Ax = 0 posséde une infinité de solutions et l'application linéaire n’est
pas injective.

o Comme la matrice échelonnée-réduite associée a la matrice A n’a pas un pivot par ligne,
le systéme AT = b n’est pas consistant pour tout b € R3 et lapplication linéaire n’est pas
surjective.

o Comme l'application linéaire n’est ni injective ni surjective, elle n’est pas bijective.

5



De la méme maniére nous avons

O NN~
O NN~

1

3
2
1

—_

DN DN W~

1 111 1 1 0 -1
0 01 2 o o0 1 2
LyLy—2L, 0 0 1 2] Lycly—L, 0O 0 0 O

e Comme il n’y a pas un pivot par colonne, l'application linéaire n’est pas injective.

e Comme il n’y a pas un pivot par ligne, l'application linéaire n’est pas surjective.

o Comme lapplication linéaire n’est ni injective ni surjective, elle n’est pas bijective.

Les opérations élémentaires sur les lignes de la matrice C' nous donnent

1 45
O:

— W N
S = oW
— Ot

P

Ly 1L,

o O O

0

W~ = O O O =

9

=~

W = =

10101 10101
o 23518 03316
Ly~L,|3 146 7 L,«L,—20(0 1164

145009 Ly+Lz=3L, \0 4 4 0 8

L4<—L7L1

0 1 10101 1 0100
0 2 0110 2 01 100
6 4 L3<—L3 LJO 006 2 (00010
1 6] LacLy— 00010 00001

o Comme il n’y a pas un pivot par colonne, l'application linéaire n’est pas injective.

e Comme il y a un pivot par ligne, l'application linéaire est surjective.

o Comme lapplication linéaire n’est pas injective, elle n’est pas bijective.

Exercice 9 (Solution générale)

Ecrire les solutions des systemes AZ = b suivants sous la forme ¥ = p'+ ¥, ou p est une
solution particuliere du systeme, et @' est la solution générale du systeme homogene AZ = 0.

T
a) T
2£L'1

T1
b) 31’1

21’1

4+

Sol.:

2I2
41’2
51’2

L2
21’2
21’2

T3 = 8
5ZE3 = 14
4ZE3 = 19

T3 = 2

rs = 1
21‘3 = 1

a) Forme échelonnée réduite de la matrice augmentée :

S O =
o = O
o b s
S W N



Solution générale :

T 2 -3
i) = 3 —+ XT3 2
T3 0 1
b) Forme échelonnée réduite de la matrice augmentée :
10 30
01 -4 0
00 01

Le systeme est incompatible. Pas de solution !

Exercice 10 (Espace vectoriel)

a)

Sol.:

Montrer que ’ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a n, ag+at+...4+a,t",
ou ay, ..., a, € R est un espace vectoriel.

Montrer que I'ensemble des polyndémes a coefficients réels est un espace vectoriel.
Montrer que I’ensemble des polyndémes de degré 2

{ao + a1t + ast® : ag,a1,a2 € R, ay # 0},

n’est pas un espace vectoriel.

Montrer que 'ensemble des suites (..., y_3,Y—_2,Y_1, Yo, Y1, Y2, ---) avec yx € R muni de
I'addition et la multiplication par un scalaire (comme définies en cours) est un espace
vectoriel.

Montrer que I’espace vectoriel défini en a) et b) est un sous-espace vectoriel de ’espace

des fonctions f : R — R muni de 'addition et la multiplication par un scalaire (comme
définies en cours).

Montrer que C' (R) est un espace vectoriel (muni de I'addition et la multiplication par
un scalaire, comme définies en cours).

Montrer que C' (R) = {f : R = R, f est dérivable de dérivée continue} est un sous-
espace vectoriel de C'(R) (muni de I'addition et la multiplication par un scalaire,
comme définies en cours).

Un espace vectoriel réel est un ensemble non vide V' d’objets (appelés vecteurs) sur lesquels
sont définies deux opérations : ’addition

VxV — V
(u,v) = u+wv

et la multiplication par un scalaire

RxV —= V
(a,u) +— au.

Ces deux opérations doivent satisfaire les axiomes suivants pour tout u,v,w € V etc,d € R.
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b)

d)

ut+v=v+u

(u+v)+w=u+ (v+w)

Il existe un élément zéro 0 dans V tel que u + 0 = u pour tout u
Il existe un élément —u € V' tel que u+ (—u) =0
c(u+v)=cu+cv

(c+d)u=cu+du

c(du) = (ed)u

lu = u.

On doit vérifier les 8 axiomes ci-dessus.

Pour l’addition, on considere deux polynomes u et v donnés par ag + a1t + ... + a,t"
et by + bit + ...+ but™. Alors u+v = (ag + art + ... + ant™) + (bg + bit + ... + b,t") =
(ag 4+ bo) + (a1 +b1)t + ... + (an + by) t" ce qui est bien un polynome de degré < n.
L’élément zéro de l’axiome 3 est donné par le polynome nul u =0 (c-d-d u = 0 V).
Les autres propriétés s’obtiennent de la méme maniere par calcul direct.

Note : Par convention, le degré du polynome nul est —oo, (ceci pour avoir la propriété
degré(ab) = degré(a) + degré(b)).

On doit de nouveau montrer que les 8 axiomes ci-dessus sont vérifiés.

Pour l’addition, on considére deux polynomes u et v donnés par ag + a1t + ... et
b0+b1t+.... Alors U+v = (ao + CL1t + )—l—(bo + b1t + ) = ((1,0 + b0)+(a1 + bl) t+...
qui est de la méme forme que u et donc un polynome a coefficients réels.

L’élément zéro de l'axiome 3 est donné par le polynome nul uw = 0. Les autres pro-
priétés s’obtiennent de la méme maniere par calcul direct.

Il suffit de montrer qu’on moins un des 8 axiomes ci-dessus n’est pas vérifié.
L’élément zéro devrait étre le polynome nul u = 0, qui n’est pas un polynome de degré
2, et donc n’appartient pas a [’espace, ce qui contredit [’axiome 3.

Autre solutions. Montrons que [’addition n’est pas d valeurs dans V' (on dit que l’en-
semble n’est pas stable par addition). On considére deuz polyndomes u et v de degrés
2 donnés par ag + ait + ast? et by + bit + bat?. L’ensemble de ces polynomes n'est pas
stable par addition, comme le montre l’exemple suivant : le polynome

(t+2) + (t—2) =2t

est un polynome de degré 1 et non 2 et par conséquent il n’appartient pas a l’espace.

On doit a nouveau vérifier les 8 axiomes ci-dessus.

Pour l’addition, on considére deuz suites u := (..., Y—1, Yo, Y1, -..) €t v = (..., 21, 20, 21, ---).

Alors u4v = (vee; Y—1,Y0, Y1, --- )+ oy 221, 20, 21, --) = (e Y—1 + 21, Yo + 20, Y1 + 21, --.)
qui est une suite de la méme forme que u et v. L’élément zéro est donné par la suite
nulle v :=(...,0,0,0,...). L’opposé de u est —u := (..., —y_1, —Yo, — Y1, ...). Les autres
axiomes s’obtiennent immédiatement avec la méme technique.

Un sous-ensemble H d’un espace vectoriel V' est un sous-espace vectoriel si les pro-
priétés suivantes sont vérifiées

i) Le vecteur nul de V' est dans H.



ii) H est stable pour la addition. C-d-d, pour tout u et v dans H, la somme u + v
est dans H.

i) H est stable pour la multiplication par un scalaire. C-a-d pour tout w € H et
c € R le vecteur cu est dans H.

D’abord, I’espace des fonctions polynomiales est un sous-ensemble de [’espace des fonc-
tions. Ensuite, on doit vérifier la propriété i), les autres propriétés ii) et iii) ayant
déja été vérifices. L’élément zéro de l’espace des fonctions f : R — R est donné par
la fonction nulle f =0, qui peut étre vue comme le polynéme nul, qui appartient bien
a l’espace des polynomes.

f) On doit encore vérifier les 8 axiomes. Par le cours d’analyse, on sait que la somme
de deux fonctions continues est continue, de méme pour le produit d’une fonction
continue par un scalaire. L’élément nul est donné par la fonction nulle f =0 qui est
bien continue, et les autres axiomes sont vérifiés de la méme manieére.

g) On doit encore vérifier les propriétés énoncées au e).

i) Le vecteur nul de C' (R) est donné par la fonction nulle f =0, qui est différen-
tiable et donc aussi dans C* (R).

it) H est stable pour l'addition. On sait par le cours d’analyse que la somme de deuz
fonctions de C* (R) est encore dans C*' (R).

ii1) De méme, H est stable pour la multiplication par un scalaire.
Exercice 11 (Sous-espaces vectoriels)

Soit P, 'espace vectoriel des polynomes de degré au plus 2. Parmi les quatre sous-ensembles
de Py ci-dessous, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de Py

Ey = {p(t) = ap + a1t + aqt® | ag, a1, a3 € R,ap = a3}

Ey = {p(t) = ao + a1t + ast® | ag, a1, a5 € R, p(0) = 1}

Es = {p(t) = ap + a1t + ast® | ag, ay, as € R,p'(t) = 0}
Ey={p(t) = ao + ait + ast® | ag, a1, a2 € R,ap = a1 = ay}

Sol.: FE; n’est pas un sous-espace vectoriel de Py car il n’est pas stable sous l'addition : si
p(t), q(t) € Ey alors p(t) = ag + a; + ast?, q(t) = by + byt + bat? avec ag = a3 et by = b3

p(t) + q(t) = a3 + art + agt® + b3 + byt + bot* = (a3 + b3) + (a1 + b1)t + (ag + by)t>.
et comme (a3 + b3) # (ay + by)?, p(t) + q(t) ¢ Ey

E5 n’est pas un sous-espace vecoriel de Py car le polyome nul n’est pas dans Es, car il ne
vérifie pas p(0) = 1. En effet les polynomes de Ey sont de la forme p(t) = 1 + ait + aot?
(comme cela quand t =0 on a p(0) =1).

Les deuz derniers sont des sous-espaces vectoriels car ils vérifient les 3 axiomes.



Exercice 12 (V/F)

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

vV F
a) Si B est obtenue en intervertissant deux lignes de A, alors det B = det A. 0 O
b) Si les colonnes de A sont linéairement dépendantes, alors det A = 0. g g
¢) Le déterminant de A est le produit des éléments diagonaux de A. 0 O
d) Soit A une matrice carrée telle que det(A'3) = 0. Alors A est inversible. O O

Sol.: Vrai : b). Fauz : a), c), d).
Exercice 13 (QCM)

Counsidérer les vecteurs

3 1 h+7
. 9 . 9 . 8
Up=14], Y2=|_10| e U=|op41

7 1 25

Le vecteur 75 peut s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs v, et U, lorsque

[ Jh=2 [ [ h=4 [ Jh=1 [ Jh=-2
Sol.: h =14

Exercice 14 (QCM)

a. Soit A et B deux matrices inversibles de taille 3 x 3. On forme la matrice C' en
multipliant la 3eme ligne de A par 5, puis la 2eme colonne de cette matrice par —3.
On définit la matrice D = C' - 2B. Alors

0 det D = 30det Adet B;
[ det D = —60det Adet B;
[ det D = 90det Adet B
O det D = —120det A det B.

b. Soit A et B deux matrices inversibles de taille 3 x 3. On obtient la matrice C' a partir
de A en multipliant par 4 la matrice A, puis en échangeant les lignes 1 et 2. On obtient
la matrice D a partir de B en multipliant par 4 la deuxieme colonne et en ajoutant 4
fois la premiére colonne a la troisieme.

O det(C-D™ ') =—4 det A- (det B)™!;
O det(C-D')=—detA-(det B)™*;

O det(C-D') = —16 det A - (det B)™!;
O det(C-D™') = —1 det A- (det B) ™.
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Sol.:
a. O detD = —120det Adet B.

En effet le déterminant de la matrice C' est celui de A multiplié par 5-(—3) par linéarité
du déterminant comme fonction d’une ligne, puis d’une colonne. La déterminant de

la matrice 2B vaut 23 det B car on multiplie chacune des trois lignes par 2. Il faut
ainsi multiplier det A - det B par —15 -8 = —120.

b. O det(C-D7') = —16 det A - (det B)™".
En effet, le déterminant de la matrice C est celui de A multiplié par 43 - (—1), par
linéarité du déterminant par rapport a chacune des lignes et puisque le déterminant
change de signe lorsque [’on échange deux lignes. Le déterminant de D vaut 4 fois
celui de B, par linéarité du déterminant comme fonction d’une colonne et parce que

ajouter tant de fois une colonne a une autre ne change pas le déterminant. De plus,
det(D™') = det(D)™! et ainsi

det(C-D™1) = det(C)-det(D™') = —4*det(A)-(4det(B)) ' = —16 det(A)-(det(B))*
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