Algebre linéaire pour GM Mardi 9 septembre 2024
N. Pointet EPFL

Série 1 (Corrigé)

Exercice 1 (Equations linéaires)

Parmi les équations suivantes, déterminer celles qui sont linéaires.
a) ¥ +a3=1
) 2%my + 2%y =1
) \/§x1+(1—\/§)$2+3:m:1
d) 3z + 22y +4x324 =5
)

e (%—1)%1—2:2331—1—43324—\/5%3—1-:69
Sol

a) non (x3 et x3 sont non-linéaires)

b) oui

c) oui

d) non (x3x4 est non-linéaire)

e) oui
Exercice 2 (Représentation graphique)

1. , . .
Considérons ’équation suivante
ary + ﬁIQ =1.

a) Dessiner la solution avec les parametres a« = 1, § = 3.

b) Pour quelles valeurs de «, la droite ax; + Sxs = 1 est-elle parallele a la droite
—T + To — —1 7

¢) Trouver les valeurs de «, 3 (si elles existent) telles que le systéme

—T + Ty = —1
ary + Bry = 1
(a—1)xy + (B+1)ae = 0

i) possede une infinité de solutions ;
ii) ne possede aucune solution ;

iii) possede une solution unique.

Sol.:



1
To = g (]_ — ZEl)
10
\%
-2 -1 1 2 3
-05¢

b) Les droites sont paralléles lorsque les vecteurs normauzx auz droites («, 3) et (—1, 1)
sont proportionnels i.e. —a = (3, avec (a, B) # 0 (pour que la droite existe).

c) Méthode 1 : On constate que l’équation 1 + ’équation 2 nous donne l’équation 3. Ainsi
cette deniére ne nous donne pas de nouvelles informations. On a alors le systéme

—I1 + i) = —1
ary + Py =1
En mutlipliant I’équation par o (en supposant que o # 0)on obtient

—Qr] +ary = —« _ —Qr] +Far, = —«
ary, + Bl’g =1 ary + 6.7)2 =1

Meéthode 2(avec ’algo de Gauss-Jordan) : En faisant Lz < Lz — L1 — Lo puis Ly <+
Lo + oLy, on obtient la forme échelonnée de la matrice augmentée :

-1 1 -1
0 a+p —a+1
0 0 0

St a+p # 0, le systéme linéaire posséde une unique solution. Si a+ 5 = 0, le systeme
est dit dégénéré. On a alors deuz cas possibles : si —a+ 1 # 0 le systéme ne posséde
aucune solution (systéme incompatible) ; si —a+1=0 (i.e. « = 1,8 = —1) alors x4
est une variable libre et il existe une infinité de solutions.

Exercice 3 (Graphes et droites)

1
Soient les deux droites d’équations respectives ixl — 329 =6 et 1 + 225 = 4. Représenter

graphiquement les deux équations dans un systémes d’axes x; et x5 et déterminer le point
d’intersection de ces deux droites

Sol.: Le point d’intersection est (6;—1).
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Exercice 4 (Systéme linéaire)

Remplisser les informations manquantes pour chaque systéme ci-dessous.

a) m= équations et n = variables
3x1+  dxy =5 . ayp = , Q= __, 13 = by =
avec coefficients et
Ty =2 Qg1 = __, Q= __, Q3= __ by =

Vérifier que (—2,2, 1) est une solution du systéme linéaire. Est- ce que (=2, 1, 11) est
une solution du systeme linéaire ?

b) m = équations et n = variables
1 1
T —35T2 = —35 . a1 = 12 = by=__
2 2 avec coefficients ’ et
201 — 19 = —5 Qo1 =, Qo2 = __ by =

Donner la/les solution(s) du systéme si elles existent.

c) m= équations et n = variables
—x1+229 =0 } aj = , Qg = by =
avec coefficients et
T+ X =3 Qg1 = __, Q2= __ by=___

Vérifier que (2, 1) est une solution du systeme linéaire. Donner la/les solution(s) du
systeme s’il y’en a d’autres.

d) m=__ équations et n = variables
3r1+xy =1 ) = = by =
! ) 2 ) avec coefficients ‘M T —— 2T — o T —
Ty + 3T =3 a1 =, Q22 = __ by=___
Donner la/les solution(s) du systéme si elles existent.

Sol.:
a) Non ce n’est pas une solution.
b) il n’y a pas de solutions.

c) Il n’y a qu’une solution.



d) Ce systeme a une infinité de solutions.
Exercice 5 (Représentation graphique)

On considere 'équation ax + by = 2.

a) Représenter dans le plan R? les solutions lorsque a = 2 et b = —1.
b) Méme question pour a =1 et b = 2.

c¢) Estimer géométriquement la solution du systeme

20 —y =2
x4+ 2y =2

sur l'illustration des points a) et b), puis résoudre le systeme.
Sol.: On considere ’équation ax + by = 2.

a) L’équation 2x —y = 2 est équivalente 4 y = 2x — 2. Il s’agit donc d’une droite de
pente 2 et d’ordonnée a l'origine —2.

b) Ici la pente est —1/2 et 'ordonnée a l'origine vaut 1. Cette droite est perpendiculaire
a la premiére :
64

¢) On voit que les droites se coupent lorsque x est un peu plus grand que 1. Résolvons
donc le systeme pour nous en assurer :

20—y =2 ~» Ly —2L, —Hy = —2
rT+2y =2 x4+ 2y =2

o 2 .\ , . 4 6
Ainsiy = R et en remplacant dans la deuzieme équation on trouve xr = 2 — E =%



Exercice 6 (Représentation graphique)

Considérons le systeme linéaire

Ty —dxry = 0
—T1 — 21’2 =
31‘1 — 31’2 = 1

e}

a) Est-ce que le systéme est compatible 7

b) Donner un’interprétation géométrique du résultat.

a) En utilisant des opérations sur les équations, on voil que le systéme est incompatible.
Autre méthode : Le systéme a pour matrice augmentée

1 =50
-1 -2 0
3 -3 1
et pour forme échelonnée réduite
100
010
00 1

On peut voir que ce systeme ne possede pas de solution.

b) Si on dessine les trois droites sur le plan, on peut voir qu’elles ne se rencontrent pas
en un seul point.

0.5

3.731—3132:1
111—51'2:0

0.5

—I —25[‘2 =0

Exercice 7 (Polyndéme de degré 2)

Trouver le polynome de degré 2 de la forme f(t) = at? + bt + ¢ dont le graphe passe par les
points (1, —1), (2,3) et (3,13). Esquisser le graphe de ce polynéme.

Sol.: Comme le graphe du polynéme f(t) = at® + bt + ¢ passe par les points (1,—1), (2,3)
et (3,13), nous trouvons le systéme



at+ b+c=-1
da+2b+c= 3
9a+3b+c= 13

En utilisant soit la substitution, soit des opérations sur les équations, on arrive a obtenir
quea=3, b=-5, e c=1

Autre méthode : La r1éduction de Gauss—Jordan de la matrice augmentée du
systeme nous donne

11 1]-1 1 0 0] 3
4 2 1 3| —... [0 1 0|-5
9 3 1|13 00 1| 1

Par conséquent,

et le polynome cherché est

f(t)=3t>—5t+1.

y=f(t)

Exercice 8 (Vrai-Faux)

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

V F

a) Toutes les opérations élémentaires sur les lignes sont réversibles. g g
b) Une matrice de taille 5 X 6 a 6 lignes. 0 d
¢) L’ensemble des solutions d'un systéme linéaire dans les variables xy,zo, ..., x, est
une liste de nombres (s, Sg,...,S,) qui, substitués a xq,xs,...,z, respectivement,
rendent correcte chaque équation du systeme. O O

d) L’existence et 'unicité d’une solution sont deux questions fondamentales pour un
systeme linéaire. O 0O

Sol.: Vrai : a), c), d). Fauz : b).



Exercice 9 (QCM)

Le systeme d’équations linéaires

r+2y+22=18
r+2y+ 2=13
T+ vy =95

possede une solution unique telle que



