ALGEBRE LINEAIRE (S. BASTERRECHEA) Sections GC, SC, SIE

Série 13

Mots-clés: Algorithme de Gram-Schmidt, Méthode des moindres carrés, matrices
orthogonales, matrices symétriques.

Rappel :
e Soit base {51, o ,gk} d’un sous-espace W C R™. Alors on peut construire
une base orthogonale {¢i, ..., ¢} de W de la maniére suivante :
- 51 d:ef 51, W1 d:ef Span{El},
_ def » . def S
— G = by —Projy, (b2), Wy = Span{ci, c»},
_ def » .7 def oo
— G = bz —Projy,(bs), W3 =" Span{ci, &, G},
- G def I;Z — ProjWiil(l;;), W; dlef Span{cy, Ca,...,Ci},
o def » . >
- G = b —Projy,  (b)
e [’équation normale d’un systeme linéaire A¥ = b incompatible est le
systeme
AT Az = A"b.

Sa solution minimise ||AZ — b]|.

Question 1  Appliquer la méthode de Gram-Schmidt pour orthogonaliser les
bases des sous-espaces vectoriels W C R" suivants.

1 1
a) W = Span{wy,wy}, avecw; = | 1 |, we=| 2
1 1
1 0 0
3 1 1
b) W = Span{wy, ws, w3}, avec wy = o [rwe=1 1 [fws=1|
1 0 0

¢) Donner une base orthonormale pour a) et b).
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Question 2 Déterminer la solution au sens des moindres carrés du systeme
incompatible A7 = b.

2 1 4
a) A= —2 0 |,b=1 1],
2 3 9
1 3 5
by A=|1 -1 |,6=1[ 1|,
11 0
11 0 9
10 —1 5
c) A= 01 1|6 |
11 -1 6

Question 3
On considere les points

;i |215]6]8

Calculer la droite de régression approchant au mieux ces points.

Rappel :

e Une matrice Q € M, est orthogonale si Q7Q = I,,.
e Une matrice A € M,,.,, est symétrique si AT = A.

e Théoreme spectral : A € M, ., est symétrique si et seulement si elle est
diagonalisable en base orthonormale, c’est a dire qu’on peut écrire

A=PDPT  avec D € M,y, diagonale, P € M,,, orthogonale.
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Question 4

a)

Montrer que si ) est une matrice orthogonale, alors Q7 est aussi une matrice
orthogonale.

Montrer que si U,V sont des matrices n X n orthogonales, alors UV est aussi
une matrice orthogonale.

Montrer que si ) est une matrice orthogonale et ¥ € R", alors ||QZ]|| = ||Z||.

Montrer que toute valeur propre réelle A d’une matrice orthogonale () vérifie
A=+l

Soit () une matrice orthogonale de taille n x n. Soit {uy,...,u,} une base or-
thogonale de R™. Montrer que {Quy, ..., Qu,} est aussi une base orthogonale
de R".

Question 5  Soit A une matrice symétrique de taille n x n.

a)
b)

c)

Montrer que (Av) - u = v - (Au) pour tous u,v € R™.

Donner une matrice B de taille 2 x 2 telle que (Bv)-u # v-(Bu) pour certains
u,v € R2,

Montrer que si A est inversible, alors I'inverse de A est aussi symétrique.

Question 6  Soit A € M, «,.

a)

Si A% = 31,,, déterminer les seules valeurs propres réelles possibles de A.

b) Si A% +2A + I, = 0, montrer que —1 est une valeur propre de A.
Question 7
Diagonaliser les matrices suivantes sous la forme PT AP = D, avec P une matrice
orthogonale.
113 010
a) A= 1 3 1], by A= 100
311 0 01
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Question 8
Les données suivantes décrivent le potentiel dans un cable électrique en fonction

de la température du cable.

i | T [°O U V]]
1 0 -2

2 5 -1

3 10 0

4 15 1

5 20 2

6 25 4

On suppose que le potentiel suit la loi U = a + bT + ¢TI, Calculer a, b, ¢ au sens
des moindres carrés.
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