ALGEBRE LINEAIRE (S. BASTERRECHEA) Sections GC, SC, SIE

Série 9
Mots-clés: Bases, coordonnées selon une base, changements de bases

Rappel. Soit V, W deux espaces vectoriels et une application linéaire T : V' —

w.
e L’image de T' est I’ensemble
Im(T) ={T(V) avecv e V} C W
e Le noyau de T est I'ensemble

Ker(T) ={v eV tels que T(V) =0y} CV

Question 1  Démontrer les proposition suivantes :
a) Im(7T) est un sous-espace vectoriel de W

b) Ker(7T') est un sous-espace vectoriel de V'
Solution: Puisque 7'(0,) = Oy, alors les deux ensembles contiennent 1’élément
neutre. Il faut montrer qu’ils sont stables par combinaisons linéaires (propriété

(17) de la caractérisation simplifiée).

a) Soient l;l, gg € Im(T) et A € R. Alors il existe v, vy € V tels que T'(v;) = l;l
et T'(v3) = by. On a donc

Aby + by = AT () + T(¥) = T(\T, + ),
ou on a utilisé la linéarité de T. Ainsi,
Aby + by € Im(T).
b) Soient vy, vy € Ker(T') et A € R. Alors
T\ + Uy) = NT'(v) + T'(U2) = AOw + O = Oy
D’ou

AUy + Uy € Ker(T).
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Question 2 Trouver une base pour le noyau et I'images des matrices suivantes

:; 2 1231
—4 12 1 231
3 -9

Solution:

a)

Nous observons que les deux colonnes de A sont linéairement dépendantes
(Ly = —3L4). Ainsi, seule la premiére colonne suffit a engendrer 'image de A

et donc
Im(A) = Span{(1,2,4,—3)}.

Egalement, les quatre lignes sont proportionnelles. L’équation matricielle est
constituée de 3 équations redondantes, et donc

A (Il) - <O> —  —x; + 325 =0,
) 0

ce qui correspond a une droite dans R?. Elle est engendré par n’importe lequel
de ses vecteur, disons (3,1) et donc

Ker(A) — Span{ @ 1

Nous pouvons obtenir ces mémes conclusions en considérant la forme échelonnée
réduite de A

1 -3
0 O
0 0
0 0

La présence d'un unique pivot indique que I'image n’est engendrée que par la
premiere colonne de A, et la ligne non-nulle donne ’équation a résoudre pour
trouver le noyau.

La forme échelonnée réduite de B est
1 2 30
0001
00 0O

Elle contient deux pivots, qui correspondent aux deux colonnes engendrant
I'image de B :

1 1
Im(B) = Span 11,10
1 1
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Le noyau est constitué des solutions de 1’équation

T 0
T . 0
T4 0

La forme échelonnée réduite donne les équations

T -2 -3
r = —2.’E2 — 3373 To 1 0
= = +
Ty 0 0
Donc
—2 -3
1 0
Ker(B) = Span 0 , 1
0 0

Question 3

a) Les polynomes de P3(R) suivants sont-ils linéairement indépendants ?
(i) pr(t) =112 po(t) =17, ps(t) =t
(ii) pi(t) =1+t + 12, pot) =t + 12, ps(t) = 12,
b) Les polynémes py, p2, p3 de (ii) forment-ils une base de P3? Si oui, monter

qu’ils forment une famille génératrice. Si non, compléter avec un ou plusieurs
polynome de sorte a obtenir une base.

Solution:

a) i) Oui. En effet, z1pi(t) + zopa(t) + x3p3(t) = x1(1 — ) + 2ot? + 23t =
tQ(xQ — x1) + x3t + 1 = 0 pour tout ¢ € R ssi

T9 — X1 =0
IgZO
X :07
l.e. T = Tg = T3 = 0.
ii) Oui. En effet, x1(1 +t + t?) + xo(t + t?) + z3t*> = 0 pour tout ¢ € R ssi

T =0

$1+$2:O

T+ 29+ I3 :0,

et donc 1 = 19 = 23 = 0.
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b) Non, aucun des trois polynémes ne permet d’engendrer un polynéme de degré
égal & 3. Par exemple t3 n’est pas une combinaison linéaire de py, ps et ps.
On peut aussi argumenter par le fait que P? est un espace de dimension 4,
donc il manque nécessairement un vecteur pour former une base. On peut
compléter la famille en ajoutant par exemple py(t) = ¢3.

Question 4  Soient a,b,c € R et une famille F = {p,q,r, s} consituée des
quatre polynomes

pt) =t +t+1, qt) =t> + 2t +a, r(t) =t>+b, s(t) =t +c
Alors
|:| F est liée lorsque a +c—1#0

- F forme une base de P3 pour certaines valeurs des parametres a, b, ¢
|:| F est toujours liée

|:| F forme une base de P4 pour certaines valeurs des parametres a, b, ¢

Solution: Les polynomes étant de degré 3, ils ne peuvent pas former de base
de P4, ce qui élimine la derniere réponse. Pour étudier la dépendance linéaire
entre les polyndmes, on aimerait donc savoir quelle(s) combinaison(s) linéaire(s)
ap+ Bq+~yr+ds donne le polynéme nul, ce qui correspond au systeme d’équation

v=0
a+pB=0
a+264+0=0

a+af +by+cd=0.

Le nombre de solutions de ce systeme dépend des valeurs des parametres. Lorsque
a — 1 =c¢, il y a une infinité de solutions, la famille de polynoémes n’est donc pas
libre. Mais, dans tous les autres cas, lorsque a — 1 # ¢, la seule solution est
a =L =7v=0=0 et la famille forme donc une base de Ps.
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Question 5  Soit Tr: Msys(R) — R 'application “trace” définie par

(e )-oee

Parmi les familles de matrices suivantes, laquelle forme une base de Ker(Tr)?
0 1
et <0 0).

01 0
o) %)
0 1 0 ; 10
\o 0/°\1 0/ \o o)
0 1 ; 11
"\0 0 0 —1)°

Solution: Le noyau de Tr est un sous-espace de Mayyo(R) de dimension 3. En

effet pour avoir Tr ((Z Z

d = —a. Ainsi Ker(Tr) est égal au sous-espace vectoriel de Mayo(R)

e

: . . 1 0 0 1 0 0 ..
qui est de dimension 3 car (O 1) , (0 O) et (1 O) en est une base évidente.

1
1
0
\1 0
e

)) = 0, il faut que a + d = 0, autrement dit que

a,b,cGR}

. . , 1 1 1
Parmi les choix proposés, une base de ce sous-espace est <1 _1> , (8 0> et

1 1 . . : . o
(O 1). En effet les trois matrices ci-dessus sont linéairement indépendantes
et appartiennent au noyau de Tr. Comme celui-ci est de dimension 3 il s’agit
donc d’une base de Ker(Tr). Les autres familles ont 2 ou 4 vecteurs, donc ne sont
pas des bases de Ker(Tr), tandis que 'autre famille avec 3 vecteurs est liée.

Question 6

a) Soit W = Span{vi, v3, 03} ol v7 = ( ; ), Uy = ( é ), U3 = ( 2 )
Trouver dim(W).

b) Trouver un sous-ensemble B de {01, 03,03} tel que B soit une base de W.

¢) Completer 'ensemble {v7 + v3} C W pour obtenir une base de W.
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Solution:

a) Deux. En effet, les vecteurs v3,v3 sont linéairement indépendants, donc la
dimension est au moins deux. Elle est inférieure ou égale a 2 car c’est un
sous-espace de R2.

b) B = {uv3,03} — c’est la base canonique de R?. (Note: {v7,v3} et {v1,v5} sont
aussi possibles).

c) L’espace W est de dimension deux, donc n’importe quel vecteur non colinéaire
N 2 : R
a v Uy = < 9 convient. Par exemple, on peut proposer la base {v7+v3, 01 }
de W.

Rappel. Soit V un espace vectoriel, et des bases B = {gl,gn} et C =
{51 .. En} de V.

e Les coordonnées de v € V dans la base B sont les coefficients de I'unique
combinaison linéaire de ¢ dans B, c¢’est a dire

a
s = : =  T=ab+ -+ anby.

Qp
e La matrice de changement de base de B vers C est définie par
Pes = ([Ble - [le) (= [Be)
et satisfait la formule de changements de base

[Ule = Fes[U]s-

Question 7  Exprimer les coordonnées des vecteurs ¢ par rapport aux bases
B et C et écrire la matrice de changement de base Fgg.

=) m- {0 () e {0) ()

2 1 1 0 1 0 0
by o= (3].8=<L(o].[1].]lo]},c=(of,[-1],[o0
1 1 0 1 0 1 1

Solution:
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a) Les coordonnées cherchées sont

e= (). 1= ()

T = Biby + Boby = 116G + 7263,

ce qui revient a résoudre les systemes matriciels

GDG)-G) = a-zm--
G —11) (12) N @) = m=5/2 p=-1/2

La matrice de changement de base est par définition
P = (e ) = (7 1)),
e = ((Ble e (x "

by = x1C1 + 22C2, by = Y1C1 + YaCa,

avec

avec

ce qui revient a résoudre 1’équation matricielle

GO-G @ = (@u-65 62

b) Les coordonnées cherchées sont

Io 94!
[U]B =15, [17]c =17
B3 3

avec
U = B1by + Baby + B3bs = y1¢1 + 7263 + Y363,

ce qui revient a résoudre les systemes matriciels

11 0\ /8 P
010 52 =13 — 61:—1,62:3,53:2
10 1) \B 1
10 0\ /% 2
-1 0 Yo | = 3 - 71 =2, ’}/2:—3,’}/3:—4.
0 1 -1/ \s 1
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Pour trouver la matrice de changement de base de B vers C, nous pouvons
procéder comme dans (i) avec des inversions de matrice :
-1

1 0 O 110 1 1 0
Fep=10 -1 0 010)]=10 -1 0
0 1 -1 1 01 -1 -1 -1

Alternativement, si les bases ne sont pas trop difficiles, il est possible (et
recommandé) de directement construire Fep en observant les coordonnées des
vecteurs de B selon la base C :
1 1 0
61:51—53, bzzgl—gg—gg, b3:—53 — PCB: 0 —1 0
-1 -1 -1

Question 8  Soient les bases de R?
C={a,&}, D= {671,672},
avec C; et ¢y linéairement indépendants et cfl = 6cy — 26, et cfg = 9¢, — 4¢,.
a) Calculer la matrice de changement de base Pep de D vers C.
b) Calculer la matrice de changement de base Ppc de C vers D.
¢) Pour & = —3¢ + 26, calculer [Z]c et [Z]p.

Solution:

a) Les vecteurs de D nous sont déja donnés comme combinaison linéaire de
vecteurs C, ce qui nous donne directement la matrice de changement de bases

Pep = ([di]e [do]e) = (_62 —94> '

b) Par un résultat du cours,

-1
_ 6 9 L4 9

¢) D’une part, nous avons par définition

e = [-3¢ + 23]c = (‘23) .

D’autre part, en utilisant la matrice obtenue au point précédent,

[#p = Ppc[Tle = é <_42 _96) (_23> - (—11)
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Question 9 Soit p(t) =212+t —3 et B={1+t,t+t* -2+t +t*} une base
de IPy. Calculer [p(t)]g.

Solution: Par définition des coordonnées, nous cherchons i, z2, 23 € R tels
que

27+t —3 = 1 (1+t)+ao (t+t?) +a3(—2+t+12) = (11—213)+ (21 +To+13)t+ (20 +23) 2
Ce qui correspond au systeme linéaire

T+ a0+ x3=1 - r1=—1, xo =123 =1.

{L'2+l’3:2

. . (1 3 B 10 11 11 11
Question 10 Soch—(2 4) etB-{(O O)’(O 0),(1 0),(1 1)}

une base de Myyo. Calculer [Alg.

Solution: Par définition des coordonnées, nous cherchons x1, xs, x3, x4 € R tels
que

1 3\ 1 0 n 1 1 n 11 n 11\ (mi+axe+tos+as 220+ 23+ 78
2 4) "0 0)7\0 o) \1 o)1 1) T 3 + 4 4 '
Ce qui correspond au systeme linéaire

T+ T+ x3+ws=1
$2+l’3+$4:3

- %1:—2, 1)2:1,.%'3:—2,1'4:4.
T3+ x4 =2

[E4:4
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Question 11

a) Calculer le déterminant suivant :

6 0 50
00 01
3210
4 3 2 1
Solution: Un chemin possible :
g 8 8 (1) 6 0 5 105 1 05 10 5 5 1
3210:321:221:0212021:‘37‘—11.
13 9 1 4 3 2 2 3 2 -1 3 2 03 7
b) Calculer les déterminants suivants :
a b a a b 0
b a b |, la a+b c
a+b a+b a+b a b a
Solution:
a b a a b a a b a b 0
b a b |=1|b a b|=0, |la a+b ¢|=|0 a c|=d*
a+b a+b a+b 0 00 a b 0 0 a
4 3 0 1 01 18 0
. 2 1 4 0 20 1 0
¢) Soient A = 418 17 923 et B = 10! ol Calculer det(AB).
49 1 72 10 3 4 1 18
Solution: det(AB) = det(A)det(B), or
(2) (1) 118 8 0118 2 1
det(B) = 1 =18|2 0 1|=18 i|=0 = det(AB)=0.
1o 35 0 1o 1 I
3 4 1 18 2

Exercices du 14 novembre 2024 — Série 9



ALGEBRE LINEAIRE (S. BASTERRECHEA) Sections GC, SC, SIE

Question 12  Répondre aux questions suivantes :

a)

Combien de pivots une matrice 7 x 5 doit-elle posséder pour que ses colonnes
soient linéairement indépendantes 7

Solution: L’indépendance linéaire des colonnes de la matrice demande un
pivot par colonne, donc 5 pivots.

Combien de pivots une matrice 5 x 7 doit-elle posséder pour que ses colonnes
soient linéairement indépendantes 7

Solution: Cette situation est impossible, car I'indépendance linéaire
des colonnes de la matrice demanderait 7 pivots, mais il n’y a que 5 lignes.

Combien de pivots une matrice 5 x 7 doit-elle posséder pour que ses colonnes
engendrent R ?

Solution: La générativité des colonnes de la matrice (équivalente a la com-
patibilité de tout systeme linéaire non-homogene) demande un pivot par ligne,
donc 5 pivots.

Combien de pivots une matrice 5 x 7 doit-elle posséder pour que ses colonnes
engendrent R” ?

Solution: Cette situation est impossible, car une matrice a 5 lignes ne
peux pas engendrer un espace de dimension 7.
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Question 13 Soient V' et W deux espaces vectoriels, T' : V — W une
transformation linéaire et {#,..., 0} un sous-ensemble de V. Démontrer les
affirmations suivantes

a)

Si {¥,..., U} est linéairement dépendant (lié) alors {T'(v}),...,T(Uk)} est
aussi linéairement dépendant (lié).

Solution: Si la famille {v;} est liée, alors il existe A1,...\x € R, pas tous
nuls, tels que
OV - )\1171 +-F )\]f’l?k

En appliquant I'application linéaire 7' des deux cotés de cette égalité, nous
avons

Puisque les \; ne sont pas tous non-nuls, alors la famille {7°(0;)} est lice.

Si T est injective et {#,..., 7} est linéairement indépendant (libre) alors
Iensemble {T'(¢}),...,T(¥))} est aussi linéairement indépendant (libre).

Solution: Soient A1, ...\ € R tels que
Ow = MT(01) + -+ + NT(Ux) = T( MUy + - + \p),

ol on a utilisé la linéarité de T'. Par injectivité de T, seul ’élément neutre de
V admet comme image I’'élément neutre de W, c’est a dire

AU+ - 4 AU = Oy

Puisque la famille {v;} est libre, alors les \; sont nécessairement nuls, ce qui
montre l'indépendance linéaire des {T'(;)}.
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