ALGEBRE LINEAIRE (S. BASTERRECHEA) Sections GC, SC, SIE

Série 7

Mots-clés: le déterminant

Question 1
Calculer le déterminant des matrices suivantes.

123 101 110
A=(0o 1 2|,B=lo10]|,0=(2 2 0],
00 4 101 00 3
SR AEE

D=6 5 4| ,E=
2 o 1 04 3 2
1121

Solution:

L’idée est de développer par rapport a une ligne ou une colonne avec beaucoup
de zéros pour faire le moins de calculs possible.

A: On développe par rapport a la lere colonne de A et on obtient

1 2
detA-l-det(O 4)—4.

B: On développe par rapport a la 2eme colonne de B et on trouve det B = 0.
On peut aussi remarquer que la matrice est non inversible (deux colonnes
égales), et donc det B = 0.

C: En développant par rapport a la 3eme colonne on trouve det C' = 0. On peut

aussi remarquer que la matrice est non inversible (deux colonnes égales), et
donc det C' = 0.

D: On développe par rapport a la lere colonne de D. On obtient

5 4 8 7 8 7
detD:9-det<2 1)—6-det(2 1)+3-det<5 4):().

E: On développe par rapport a la lere colonne de E. On obtient

1
det E=1-det | 4 = 84.
1

N W

1
2 —1-det
1

= O
W ~1 W
DO =
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Question 2

6 050
. : . 10 0 01
a) Calculer le déterminant suivant : 391 0
4 3 21
b) Calculer les déterminants suivants :
a b a a b
b a b , a a+b c
a+b a+b a+d a b

cosp —singp
sin ¢ cos
déterminant dépend t-il de ’angle ¢ ? Pourquoi ?

c¢) Calculer le déterminant de la matrice A = ) . Comment le

4 3 0 1 01 18 0
. 2 1 4 0 20 1 0

d) Soient A = 4 18 17 23| ¢t B = 1o ! ool Calculer det(AB).
49 1 72 10 3 4 1 18

Solution:

a) La réponse est 11. Il est plus simple de développer par rapport a la deuxieme

ligne:
6050
6 0 5
000 1 2 1 3 2
3210_235_6'3 2‘+5'43’_11'
4321

b) Premier déterminant: 0 car la troisieme ligne est la somme des deux premieres.
Second déterminant: a®. On développe par rapport a la premiére ligne:

a+b c
b

a

+—b

CCL ' = a(a®+ab—bc)—b(a*—ac) = a”.

c¢) On a que det A = cos? ¢ +sin ¢ = 1 est indépendant de I’angle . Toutes les
matrices de rotation vérifient la propriété det A = 1.

d) Vu que les lignes de B sont linéairement dépendantes (la deuxieme est le
double de la troisieme) on a que det B = 0, donc det (AB) = det A-det B = 0.

Exercices du 31 octobre 2024 — Série 7



ALGEBRE LINEAIRE (S. BASTERRECHEA) Sections GC, SC, SIE

Question 3  Sachant que

a b c
d e f| =717,
g h 1
calculer les déterminants
a+d b+e c+f a 2b—3c c
d e . d 2e—3f f].
g h 1 g 2h—3i 1

Solution: Pour le premier déterminant, 'opération L, — L; — L nous donne
directement

a+d b+e c+f a b c
d e f =|d e f| =T
g h 1 g h 1
Pour le second, nous appliquons Cy — C5 + 3C5 et sortons un facteur 2 :
a 2b—3c c a 2b c a b c
d 2e—3f fl=|d 22 f|l=2|d e f| = 14.
g 2h—3i 1 g 2h 1 g h 1

Question 4
Calculer le déterminant des matrices élémentaires suivantes. Indiquer a quelle
opération élémentaire chaque matrice correspond.

1 0 0 0 0100 a 0 00
01 00 1 000 0100
A= 0010}’ B = 0010’ C= 0010
0 0 a1 0 0 01 0 0 01
Solution:

On trouve det A = 1 (A ajoute a la quatrieme ligne la troisieme ligne multipliée
par a), det B = —1 (B échange les lignes 1 et 2) et det C' = o (C' multiplie la
premiere ligne par « # 0).

Question 5
Etudier, en fonction du parametre A € R, l'inversibilité des matrices A(X) et
B(\) ci-dessous, en calculant leur déterminant.

1
AN = [ 1
1

Exercices du 31 octobre 2024 — Série 7



ALGEBRE LINEAIRE (S. BASTERRECHEA) Sections GC, SC, SIE

Solution:

Selon le cours, on sait que A(\) est inversible si et seulement si det(A(X)) # 0.
Or, en développant selon la deuxieme ligne, on a

det(A(N) = (=1) - (1- A —2-0) = —\.

On a donc que A(\) est inversible si et seulement si A # 0.

On procede de méme pour B(\) en développant selon la premiere ligne:
det(B(A)) =5(1 —A) — 2\ — (=1)(—3X) =5 — 10\

Ainsi det(B(A\)) = 5 — 10, cette matrice est donc inversible si et seulement si
A3

Question 6  Calculer le déterminant de la matrice ci-dessous, en la transfor-
mant progressivement a ’aide de transformations élémentaires.

1 397
2 3 25
A= 0 3 41
4 6 9 1
Solution:
1 3 9 7 1 3 9 7
2 3 25 0 -3 —-16 -9
det(A) = det 03 4 1 = det 0 0 —12 -8l~=
4 6 9 1 0 0 5 =9
1 3 9 7
0 -3 —16 -9
= —12det 0 0 1 % = —444
0o 0 o0 =%
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Question 7
Soit @ un parametre réel et A la matrice donnée par
a 1 3
A=11 a 1
a 1 =3

Alors A est singuliere (c’est-a-dire non inversible) si

[ Ja¢{1,3}
W.c{1-1)
[Jae{1,3}
[Ja¢{1,-1}

Solution: On calcule le déterminant de A et on trouve det(A4) = —6(a* — 1).
Ainsi, det(A) = 0 (la matrice n’est pas inversible) si et seulement si a = +1.
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Question 8
2 3 4
1) Soit A=| 0 3 4 |. Alors
00 4
[ ] det(4) =0 [ ] det(4) =9
W det(A) =L [ ] det(AT) = —24

2) Soit A la matrice 2 x 2 d’une homothétie de rapport 4 dont le centre est
l’origine. Alors

[ ] det(A) =4 B det(4) =16
[ ] det(A) =38 [ ] det(4) =0

3) Soit T D'application linéaire du plan R? obtenue en effectuant d’abord une
symétrie axiale d’axe x = y, puis la projection orthogonale sur 'axe x = 0.
Soit A la matrice 2 x 2 de cette application linéaire.

[ ] det(4) =1 B det(4) =0
[ ] det(A) = -2 [ ] det(A) = -1

4) Soit A une matrice de taille 5 x 5. On change le signe de chaque coefficient
pour obtenir la matrice B. Alors on a

B det(4) = —det(B) [ ] det(B)=0
5

[ ] det(A) = det(B) [ ] det(A) = 5det(B)

Solution:

1) On a det(A) = 24 (produit des coefficients diagonaux), donc aussi det(A”) =
24. Par contre det(A™) = 4.
2) La matrice A est diagonale, égale a 41,. Ainsi det(A) =4 -4 = 16.

3) Cette application n’est pas inversible. En effet le vecteur € est transformé
en ey par la symétrie axiale, puis en 0 par la projection sur I'axe x = 0 (qui

est I'axe vertical). Le systeme homogene A7 = 0 a donc une solution non
nulle. Par conséquent det(A) = 0.

4) Par linéarité du déterminant comme fonction de chaque ligne, le déterminant
change de signe chaque fois que 'on multiplie une ligne par (—1). On change
ici le signe de chacune des cinq lignes si bien que det(A) = — det(B).
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Question 9 Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier
brievement votre réponse.

a) Si B est obtenue en échangeant deux lignes de A, alors det(B) = det(A).

=3

Si les colonnes de A sont linéairement dépendantes, alors det(A) = 0.
¢) Le déterminant de A est le produit des éléments diagonaux de A.

)
)
)
d) Soit A une matrice carrée telle que det(A'3) = 0. Alors A est inversible.
)
)
)

e) Sideux lignes d’'une matrice A de taille 7 x 7 sont les mémes, alors det(A) = 0.
f) Si A est une matrice carrée dont le déterminant vaut 2, alors det(A3) = 6.
g) Si A et B sont des matrices de taille n x n telles que det(A) = 2 et det(B) = 5,

alors det(A+ B) = 7.

h) Si une matrice A est triangulaire inférieure, alors son déterminant s’obtient
comme le produit des éléments de sa diagonale.

i) Soient A une matrice n x n et k € R. Alors, det(kA) = k™ det(A).

Solution:

a) Faux. Si B est obtenue en intervertissant deux lignes de A, alors det(B) =
—det(A) en général. Par exemple A = <(1) (1)) et B = ((1) é) vérifient
det(A) =1 et det(B) = —1.

b) Vrai. Si les colonnes de A sont linéairement dépendantes, alors la matrice A
n’est pas inversible et par un résultat du cours on a que det(A) = 0.

¢) Faux. Le déterminant de A n’est pas égal au produit des éléments diagonaux
de A comme le montre I'exemple de la matrice B ci-dessus.

d) Faux. Soit A une matrice carrée telle que det(A') = 0. Alors det(A4)"® =0
et donc det(A) = 0 ce qui montre que A n’est pas inversible.

e) Vrai. Si deux lignes d’une matrice A de taille 7 x 7 sont les mémes, alors
det(A) = —det(A) (en échangeant les deux lignes qui sont égales) et donc
det(A) = 0.

f) Faux. Si A est une matrice carrée dont le déterminant vaut 2, alors det(A?%) =

det(A)? =23 =8 #£ 6.
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g) Faux. Prenons A = (é g) et B = (8 (1)) On a bien det(A) = 2 et

det(B) = 5, tandis que det(A + B) = 18.

h) Vrai. Siune matrice A est triangulaire inférieure, alors en développant succes-
sivement par rapport a la lere ligne, 2eme, jusqu'a la n-eme on obtient bien
le produit des éléments de sa diagonale.

i) Vrai. Soient A une matrice n x n et k € R. Alors, det(kA) = k™ det A. En
effet, la matrice kA s’obtient en multipliant chaque ligne de A par le nombre
k. Puisqu’il y a n lignes on aura donc multiplié le déterminant de A par
k-...-kE=k"

n fois

Question 10

(2 - (1
a) Soient d = <3> et b= <4>

Calculer I'aire du parallélogramme construit sur @ et b.

1 0 1
b) Soient = (2|, v=|1]etd= |1
0 3 1

Calculer le volume du paralléllépipede construit sur , v et .

2 1
det<3 4)‘8—35.

1
11|=4.
1

Solution:

a) L’aire cherchée est égale a

b) Le volume cherché est égal a |det

SN =
W = O
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