ALGEBRE LINEAIRE (S. BASTERRECHEA) Sections GC, SC, SIE

Série 14
Mots-clés: Décomposition en valeurs singulieres.

Rappel : valeurs singuliéres.
Les valeurs singulieres de A € M,,«, sont définies par o; = /A; ou \; sont les
valeurs propres (toujours positives) de AT A. On a toujours

o; = ||A;||, ol ©; est un vecteur propre unitaire de A”A.

Rappel : décomposition en valeurs singulieres.
Une matrice A € M,,, de rang k peut toujours s’écrire A = UXV7 avec

e Y € M,,«, est la matrice des valeurs singulieres de A :

g1 0

EZ(Z(? S)GMan, avec D = ;o o1 220> 0,

0 (%

ol o; sont les valeurs singulieres non-nulles de A.

oV = (171 Un) € M, «, est la matrice orthogonale des vecteurs pro-
pres de AT A, classées selon I’ordre décroissant de ses valeurs propres.

o U = (AUI oo AUy Uy .. ﬁm) € M,,«m est la matrice orthog-
onale de I'image des vecteurs propres de AT A, complétée, si nécessaire
(quand k < m), en une base de R™ par des vecteurs unitaires.

Question 1  Soit A une matrice de taille m x n.
a) Montrer que KerA = Ker(AT A).

b) Montrer que ATA est inversible si et seulement si les colonnes de A sont
linéairement indépendantes.

Solution:
a) Si Ar = 0, alors AT Az = 0, ce qui montre Ker(A) C Ker(ATA). Soit z tel

que ATAz = 0, alors 27 AT Az = 0. Or, 2TAT Az = (Ax)T(Az) = || Az
Ainsi, Az =0, et Ker(AT A) C Ker(A). D’ou 'égalité.
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b) Les colonnes de A sont linéairement indépendantes <= Ker(A) = {0}. Ainsi,
d’apres a), les colonnes de A sont linéairement indépendantes si et seulement
si Ker(AT A) = {0}, c’est-a-dire la matrice (carrée) AT A est inversible.

Question 2 Trouver une décomposition en valeurs singulieres des matrices

-3 1 2 0
A:(g 8) B=|6 -2| c=|1 1
6 —2 11

Solution:

a) La matrice A étant diagonale, elle est égale a sa propres matrice des valeurs
singulieres. Nous montrons cependant que la méthode de calcul est consistante

dans ce cas particulier. Les valeurs propres de AT A (3 8) sont \;y = 4 et

Ao = 0. On obtient 0 = 2 et 09 = 0. Les vecteurs propres associés aux

valeurs propres sont
(1 A 0
v = 0 el Uy = 1

On calcule ensuite Av; = <(2)> et Avy = (8) On cherche une base or-

thonormale de R?, on prend ) pour completer le vecteur Av;. On obtient

1

10 10
U:(o 1) etv:(o 1)

81 27
=27 9
A1 = 90 et Ay = 0, donc les valeurs singulieres sont o1 = V90 = 3V10 et

oy = 0, d’ou
3v10 0
Y= 0 O
0 O

On calcule les vecteurs propres vy, vy, et on les normalise, ce qui donne la

matrice V . _3/\/1_0 1/\/@
- )

facilement

b) Pour la matrice B. On a BTB = < > Les valeurs propres sont

On a On calcule Bv; et Buy
10

BUl = —20 et BUQ =
—20

o O O
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On a que {Buv;} est une base de Im(B). On doit la completer avec deux

1
vecteurs orthogonaux. Le complément orthogonal de Im(B) = Span -2
—2
est donné par le noyau de la matrice
2 2
(1 -2 =2) = 2-2y—2:=0 = Im(B)" =Span 1],10
0 1

Ces deux vecteurs ne sont pas orthogonaux entre eux. On doit appliquer la
méthode de Gram-Schmidt, qui donne une nouvelle base OG

2 2
Im(B)* = Span 1], -4
0 5
Nous avons donc une base OG de R?
1 2 2
Span 21,11}, -4
—2 0 5

, que 'on normalise, pour obtenir finalement

1/3  2/V5 2/V45
U=|-2/3 1/V/5 —4/V5
-2/3 0  5/V45

6 0
0 2

6, Ao = 2. Les valeurs singulieres de C sont donc o1 = v/6, 09 = v/2, et donc

V6 0
Y=(0 V2
0 0

¢) On calcule CTC = ( ), dont les valeurs propres sont trivialement \; =

Les vecteurs propres de CTC' correspondants sont

(e ()

On a obtenu les colonnes de la matrice V. Pour la matrice U qui est 3 x 3, il
nous faut

2 0
CUl = 1 s et CU2 = 1
—1 1
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{Cvy,Cvs} est une base orthogonale de Im(C'). Mais il nous manque un
vecteur orthogonal aux deux autres pour avoir une base orthogonale de R3.
Le complément orthogonal de Im(C') est le noyau de la matrice

1

2 1 -1\ (10 -1 L -
(0 1 1>N(U 1 1) = Im(C)" = Span 11

On a ainsi une base orthogonale de R?, que 1’on normalise pour trouver les

colonnes de U: 2/\@ . v /3
U= 1/v6 1/v2 —1/V3
~1/v6 1/v2 1/V3

Question 3  Soit A une matrice et soient Wi, Wy deux vecteurs propres de la
matrice AT A, tels que

1 1
- -1 . 1 . 2 . 1
wy = 0 , W = 11> Awl = (_1) 3 Aw? = (2> .
0 0

Utiliser ces informations afin de trouver des matrices U,Y et V telles que A
possede une décomposition en valeurs singulieres de la forme

A=UxvT.
Démarche proposée :
e d’abord déduisez le tailles des matrices A, U, Y et V;
e normalisez les vecteurs w et wsy, on obtient v et Us;
e calculez Av; et Avy;
e calculez les valeurs singulieres et définissez >;

e complétez ¥, et > en une base de R?* et assurez-vous d’obtenir une base
orthonormée en utilisant la méthode du complément orthogonal;

e définissez V' en utilisant vy, v, U3, Uy;

e normalisez Av; et Avy et utilisez-les pour définir U.
Solution:
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e On remarque d’abord que, vu que w; € R* pour i = 1,2 et le produit
matriciel Aw; est bien défini, A possede 4 colonnes. En outre, vu que
Aw; € R? pour i = 1,2, on voit que A possede 2 lignes. Par conséquent,
A € My y(R), ce qui implique que X € Moy y(R), U € Myyo(R) et V €
M4X4(R).

e On calcule d’abord la matrice ¥ € Msy4(R). On remarque que ) - wy = 0,
et que ||| = V2, ||| = /3. Comme w; € R* pour i = 1,2 ne sont pas
des vecteur propres normalisés de AT A, on définit d’abord

1/V/2 1/v/3

L uh —1/v/2 ot T = Wy 1/v/3
[ ] 0 [l | 1/V3

0

I~
=

0

On conclut que 7; € R* pour i = 1,2 sont des vecteur propres normalisés
de ATA. En plus,

Aw1 1 \/S

4G = H Gl - L g = Y2,
AU}2 1 \/3
IWHHﬁ = —|| A || = —=.
’ Il ~ v3'" T V3B

En conséquence, A possede les valeur singulieres, o = \/5/ V2 et oy =
\/5/\/§, avec oy > 09, et donc

5= (5 o b S)Z(ﬁéﬂ A 0 o)

e On va calculer maintenant la matrice orthogonale V' € My, 4(R). On sait
que les deux premiecres colonnes de V' sont les vecteurs propres v; et s
normalisés de AT A. Par ailleurs, comme le deux derniéres colonnes de ¥
son nulles, le produit V7 dans la décomposition en valeurs singulieres
A = UXVT de A est indépendant des valeurs précises de deux dernieres
colonnes de V. En conséquence, il suffit de compléter v; et v en une base
orthonormée R* {#;, vy, U3, U4} est une base orthonormée de et définir

V= (Ul V2 Us ’U4) .
Nous avons deux méthodes pour cela :

(1) appliquer la méthode de Gram-Schmidt sur {v), v, Us, Uy} oU Us, Uy
sont deux vecteurs quelconques linéairement indépendants de o7, ¥y
(typiquement des vecteurs canoniques)
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’ — -1
(2) on calcule une base orthogonale du complément orthogonal {#}, U5}~ =
{ay, 1172}L, qui est donc donné par le noyau de la matrice

Lo (1 =100 1 —100 B
(@ ) —(1 11 o)”(o 2 1 0):>{”1’”2} = Span

Si I’on normalise la base précédente on trouve une base orthonormée {vs, U, }
L0 .
de {¥, U5}~ donnée par

1/v6 0

173 = 1/\/6 et 174 = 0
—2//6 0

0 1

On conclut que {}, ¥y, U3, U4} est une base orthonormée de R*. On définit
donc la matrice orthogonale

11 1

IO

V:<171 772 173 ’174): (\]/i \{g \/62 O
V3 Ve

0 0 0 1

e On va finalement calculer la matrice orthogonale U = () 1Uy) € Maya(R).
Pour le faire on utilise les identités
, Av;

Uy

0;

pour i = 1,2, vu que g1 > 05 > 0. On trouve ainsi

e :ajgllu :%(—21) B (—21//55)
Aty Ay
W= == (o) = ()

En conséquence,

En conclusion, on a

EEEY
2 V3 V6
. z L 20 0oo0y[-L L L
A=UZVi=| 3 % - gowos
v v/ \o oo Vi e

o o0 0 1
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