ALGEBRE LINEAIRE (S. BASTERRECHEA) Sections GC, SC, SIE

Série 13

Mots-clés: Algorithme de Gram-Schmidt, Méthode des moindres carrés, matrices
orthogonales, matrices symétriques.

Rappel :
e Soit base {51, o ,gk} d’un sous-espace W C R™. Alors on peut construire
une base orthogonale {¢i, ..., ¢} de W de la maniére suivante :
- 51 d:ef 51, W1 d:ef Span{é’l},
o def » . def S
— G = by— PTOJW1(52)7 Wy "= Span{ci, é},
- 53 d:ef 53 — Pl"OjWQ(gg), Wg d:ef Span{El,E’g,Eg},
— oz © g, ), W Y span{aa,. L a),
_ def » . >
- Cr, = bk — PrOJWk_l (bk)
e [’équation normale d'un systeme linéaire A¥ = b incompatible est le
systeme
ATAz = ATb.

Sa solution minimise ||AZ — b]|.

Question 1  Appliquer la méthode de Gram-Schmidt pour orthogonaliser les
bases des sous-espaces vectoriels W C R" suivants.

1 1
a) W = Span{wy,ws}, avecw; = [ 1 |, wy= | 2
1 1
1 0 0
3 1 1
b) W = Span{w;,ws, w3}, avec wy = o [Fw2=1 1 [fws=1| ¢
1 0 0

¢) Donner une base orthonormale pour a) et b).

Solution:
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a) La méthode de Gram-Schmidt donne u; = w;

e —1/3
Uy = Wo — 2 1U1: 2/3
up -t ~1/3

b) La méthode de Gram-Schmidt donne u; = w;

-1/3
Uy = W —wQ'ulu = 0
2 = W2 w 1= 1/3 |’
-1/3
—1/5
ufw‘_w3'u1u_w3‘u2u7 2/5
S Uy - Uy ' Uz - U2 ° —2/5
—1/5
) p ) (751 1 1 (%) 1
¢) Pour a): S L =
Jurl V3 \ | ) el V6
1
(751 1 3 U9 1
Pour b): = — , = —
" Tl =V | 2 | Tl ~ V3
1

—1

N W o

—1

us 1 2

sl V10| -2

—1

Question 2 Déterminer la solution au sens des moindres carrés du systeme

incompatible A¥ = b.

2 1 4
a) A= =2 0 |,b={ 1|,
2 3 9
1 3 5
by A=|1 =1 |,6=1[ 1|,
1 1 0
11 0 9
10 —1 5
c) A= 01 1|76 |
11 -1 6
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Solution:
a) L’équation normale AT Az = ATD est ( 128 ) T = < 10 )7

elle a pour solution x = ( 5/14 )

5/7
b) ATA = , ATh = o= (1
3 11 ’ 1)
300 1 1/3
) ATA=1030 |, ATo=| 14 |, 2= 14/3
00 3 - ~5/3

Question 3
On considere les points

x; ||2]15]6]8

Calculer la droite de régression approchant au mieux ces points.

Solution: Le systeéme linéaire correspondant est A Z =y ou A est donnée
xTq 1 21 n 1
o T2 1 o 5 1 o Y2 o 2 5, .
par A = v 1 = 6 1 | et y = " = 3 L’équation
xy 1 8 1 Ya 3

a
b

(3)=(3)-(5%)

normale correspondante est A7 A ( ) = ATy. On obtient la solution
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Figure: les points de la donnée et la droite de régression en rouge.

Rappel :

e Une matrice Q € M, est orthogonale si Q7Q = I,,.
e Une matrice A € M,,,, est symétrique si AT = A.

e Théoreme spectral : A € M, ,, est symétrique si et seulement si elle est
diagonalisable en base orthonormale, c¢’est a dire qu’on peut écrire

A= PDPT avec D € M,y, diagonale, P € M,.,, orthogonale.

Question 4

2)

Montrer que si ) est une matrice orthogonale, alors Q7 est aussi une matrice
orthogonale.

b) Montrer que si U,V sont des matrices n x n orthogonales, alors UV est aussi
une matrice orthogonale.

¢) Montrer que si @) est une matrice orthogonale et & € R™, alors ||QZ|| = ||Z]].

d) Montrer que toute valeur propre réelle A d’'une matrice orthogonale ) vérifie
A=+l

e) Soit @) une matrice orthogonale de taille n x n. Soit {us, ..., u,} une base or-
thogonale de R™. Montrer que {Quy, ..., Qu,} est aussi une base orthogonale
de R".

Solution:
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a)

Par définition, une matrice orthogonale ) de taille n x n vérifie Q7Q = I, et
QQT =1I,,. Comme Q = (QT)T, on a QT(QT)T = I, et (QT1)TQT = I,,, ce qui

montre que Q7 est aussi orthogonale.

En utilisant VVT = UUT = I,,, on a UV (UV)" = UVVTUT = UUT = I,.
De méme, on peut vérifier que (U V)T UV = 1,, donc UV est une matrice
orthogonale.

: 2
Une matrice orthogonale conserve la norme de tout vecteur z: On a ||Qz||” =

(Q2)7(Qx) = 27 QTQu = 2Tz = ||z|*.

Si x # 0 est un vecteur propre associé a A € R, on a ||z|| = ||Qz| = || A\z|| =
Al ||z]]. Comme ||z|| # 0, on obtient |A| = 1, ainsi A = £1.

On calcule pour tous i, j:

T T AT T
Qu; - Qu; = (Qu;)" Quj = u; Q" Quj = u; u; = w; - uj.

Comme les u; sont orthogonaux entre eux, ceci montre que {Quy,...,Qu,}
est orthogonale et constituée de vecteurs non nuls (de normes ||Qu;|| = ||u|).
Il reste & montrer que {Quy, . .., Qu,} est une base. Ayant n vecteurs, il suffit

de montrer que la famille est libre, ce qui est une conséquence de I'inversibilité
de @ (noyau trivial) et de I'indépendance des {u;} :

0 = MQuy+ -+ X\Quy, = Q(Aur + -+ + Auy)

Remarque: si {uy,...,u,} est une base orthonormée, alors ||Qu;|| = 1, et
{Quy, ...,Qu,} est aussi une base orthonormée.

Question 5  Soit A une matrice symétrique de taille n x n.

a)

Montrer que (Av) - u = v - (Au) pour tous u,v € R™.

b) Donner une matrice B de taille 2 x 2 telle que (Bv)-u # v- (Bu) pour certains

u,v € R%

¢) Montrer que si A est inversible, alors I'inverse de A est aussi symétrique.

Solution:

a)

En effet, (Av) - u = (Av)Tu = vT ATu = 0T Au = v - (Au).
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b) SoitB:<8 (1)).Ona(Bv)-u#v-(Bu)pouru:(é)etv:((l))

c) Nous savons que (A™')T = (AT)~! pour toute matrice inversible A. Donc si
A est symétrique, i.e. A= AT, alors

<A71>T _ (AT>71 _ Afl
Nous avons montré que A~! est symétrique.
Question 6  Soit A € M, «,.
a) Si A? = 31, déterminer les seules valeurs propres réelles possibles de A.

b) Si A% +2A + I, = 0, montrer que —1 est une valeur propre de A.

Solution:

a) Si A est une valeur propre de A, alors A? est une valeur propre de A%. Or la
seule valeur propre de A? est 3, donc A\? = 3 donne les seules valeurs propres

possibles de A : ++/3.

b) En factorisant A%+ 2A+1,, = (A+1,)> = 0, nous avons directement det(A +
I,) =0, donc —1 est une valeur propre de A.

Question 7
Diagonaliser les matrices suivantes sous la forme PT AP = D, avec P une matrice
orthogonale.

11
a) A= 1 3 , b) A=
31

—_ =W
o = O
[en BN e RN
= o O

Solution:

a) A est une matrice symétrique réelle, elle est donc diagonalisable en base
orthonormale d’apres le théoreme spectral. On trouve apres calculs

50 0 1/vV3 1/V/6 —1/v2
D=|02 0 |, P=|1//3 =2/v/6 0
00 —2 1/V3 1/V6  1/v2

b) De méme, A est une matrice symétrique réelle, elle est donc diagonalisable
en base orthonormale d’apres le théoreme spectral. On trouve apres calculs

-10 0 —1/v/2 1/v2 0
D=| 0 10|, P=| 1/vV2 1/V/2 0
0 01 0 0 1
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Question 8
Les données suivantes décrivent le potentiel dans un cable électrique en fonction
de la température du cable.

i | T [°Cl] U [V]]
1 0 -2
2 5 -1
3 10 0
4 15 1
5 20 2
6 25 4

On suppose que le potentiel suit la loi U = a + bT + ¢T%. Calculer a, b, ¢ au sens
des moindres carrés.

U, -2
Solution: Le systeme linéaire s’écrit A | b | = U avec U = U3 = 1
4
¢ Us 2
Us 4
et A est donnée par
1 Ty T? 1 0 0
| R 1 5 25
. 1 _ | 1 10 100
1 1 15 225
1 1 20 400
Pour résoudre ce systeme et trouver a, b, c au sens des moindres carrés, on con-
a
sidere I’équation normale ATA | b | = ATU. Apres calculs on trouve
c
a —3% —1.89
_ 39 ~
- s | & 0.139
1 0.00357
280

Le graphique suivant montre les données (en rouge) et la courbe d’interpolation
(bleue) obtenue au sens des moindres carrés.
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