ALGEBRE LINEAIRE (S. BASTERRECHEA) Sections GC, SC, SIE

, °
Série 10
Mots-clés: Théoreme du rang, matrice représentative d’'une application linéaire.

Rappel : Soit T': V — W une application linéaire.

e Le rang de T est le nombre rg(T) = dim(Im(T)).
Si T est une application matricielle, alors

rang = nombre de pivots de sa matrice

e Le théoreme du rang affirme que
dim(Im(7)) + dim(Ker(T")) = dim(V).
Avec des matrices, ceci signifie que
dimension de I'image = nombre de colonnes-pivots,

dimension du noyau = nombre de colonnes sans pivots.

Question 1  Soit V' un espace vectoriel et une base B = {l;l, e I;n} Démontrer
que I'application coordonnées

—]

Lg:V = R", ¥~ [U]p
est linéaire.

Solution: Soient v,w € V et A\, u € R. Alors il existe des coefficients v;, w; € R"
tels que

—

U:vlglJr---qunl;n et w:w151+---+uvnbn.
Nous avons donc
AT+ il = (Avg + /Lwl)gl + -+ (A, + uwn)ljn.

Par définition des coordonnées et par linéarité des combinaisons linéaires de
vecteurs de R",

U1 + Hwq U1 W
AU+ pd|p = : = A | +pf = AU]p + plw]g.
Av, + MWy, Un Wn
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Question 2 Soient A; = (2 0), Ay = (a 0) , Az = (0 1) et Ay =

((1) 2) . Alors les matrices A;, pour ¢ = 1,2, 3,4, sont linéairement indépendantes

I:l lorsque a # 0 et b = 3.
|:| lorsque a # 0 et pour toutes valeurs de b.

- lorsque a # 0 et b # 3.
|:| pour toutes valeurs de a, b.

Solution: La bonne réponse est: lorsque a # 0 et b # 3.

Il y a deux manieres de résoudre cet exercice. Soit on écrit un systeme aA; +
BAs + vAz + 0A4 = 0, ou 0 est la matrice nulle, et on trouve que pour forcer
a=0=v=4¢=0Iil faut avoir a # 0 et b # 3. Soit on considere la base
canonique (FEi1, F1a, Fo1, Eay) des matrices 2 X 2 et on écrit chacune des matrices
A;, 1 = 1,2,3,4, dans cette base (sous forme de vecteurs). On peut ensuite
échelonner le systeme

1010
0013
2 a 01
00 10
pour trouver sous quelles valeurs de a et b le systeme contient 4 pivots.

Question 3 Soit W C R® donné par I’équation z +xo + x5+ x4 + x5+ 26 = 0.

1 —1 1
-1 1 2
_> — J—
On considere les vecteurs @ = _i , b= 1 et @ = _i’ . Alors
1 -1 —2
-1 1 3

I:l On peut compléter {E), ?} en une base de W composée de 6 vecteurs.

- On peut compléter {7, ?} en une base de W composée de 5 vecteurs.
_>
|:| On peut compléter {ﬁ, b } en une base de W composée de 5 vecteurs.

_>
|:| On peut compléter {7, b } en une base de W composée de 6 vecteurs.

Solution: La bonne réponse est: On peut compléter {77 ?} en une base de

W composée de 5 vecteurs. En effet, les vecteurs @ et b sont proportionnels,
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ils sont donc linéairement dépendants et ne peuvent étre complétés en une base.
Par contre les vecteurs @ et ¢ sont linéairement indépendants, ils peuvent donc
étre complétées en une base de W. Le sous-espace W est donné par une équation
a six inconnues. Cing d’entre elles sont des inconnues secondaires qui jouent le
role de parametres, la dimension de W est donc 5.

1 —4 9 -7 1 0 -1 5
Question 4  Soient A= | -1 2 —4 1leteB=|0 -2 5 —6
5 =6 10 7 o 0 0 0

a) Montrer que les matrices A et B ont la méme forme échelonnée réduite.
(NB: on dit alors que A et B sont ligne-équivalentes)

b) Calculer rg(A) et dim(KerA).

c¢) Trouver une base pour chacun des sous-espaces Im(A), Ker(A) et Ker(AT),
ainsi que du sous-espace Lgn(A) engendré par les lignes de A.

Solution:
1 0 -1 5
a) La matrice échelonnée réduite de ces deux matricesest (0 1 -2 3
o 0 0 0

b) En analysant la matrice échelonnée réduite, on remarque alors que :

e Il y a deux pivots, ce qui donne rg(A) = 2 et une base de Im(A) peut
étre formée par les deux premieres colonnes de A qui correspondent aux
colonnes-pivot de sa forme échelonnée.

e Par le Théoreme du rang on trouve dim Ker(A) =4 —rg(A) = 2.

¢) Trouvons les bases.

e Base de Ker(A): L’équation A7 = 0 est équivalente & BT = 0; une base

2 -5
de Ker(A) est donnée par : Nk _g et donc dim Ker(A) = 2,
0 1

ce qui confirme le calcul effectué ci-dessus.

e Base de Lgn(A): Une base du sous-espace engendré par les lignes de A
est donnée par les lignes non nulles de la forme échelonnée B:

1 0
0 -2
-1\’ )
d —6
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e Base de Im(A) et Ker(AT): On a vu plus haut que les deux premieres
colonnes de A forment une base de Im(A). Enfin Im(A) coincide avec le
sous-espace engendré par les lignes de AT, Puisqu’il est de dimension 2,
le Théoréme du rang nous apprend que le noyau de A” est de dimension

2
3 —2=1. On trouve que Ker(AT) est engendré par | 7
1
Question 5  Soit V' un espace vectoriel et vy,...,v, € V. Alors

[ ] Sila famille {vy, ..., v} engendre 'espace vectoriel V, alors dim V = k.
B si la famille {v;, ..., v} est libre, alors dimV > k.
|:| Si la famille {vq, ..., v} engendre I'espace vectoriel V', alors dim V' > k.
|:| Si la famille {vq, ..., v} est libre, alors dim V' = k.

Solution: La réponse est: Si la famille {vy,..., vz} est libre, alors dimV > k.
En effet, si la famille {vy, ..., v} est libre, on peut compléter cette famille en une
base et cette base aura donc au moins k éléments. Autrement dit, la dimension de
V' est k au minimum (dim V' > k). Alors que, si la famille {vy, ..., v} engendre
V', on peut eztraire une base de cette famille et cette base aura donc au plus k
éléments. Autrement dit, la dimension de V' est k au maximum (dim V' < k).

Question 6 Il existe une matrice A de taille 3 x 7 telle que:

[ ] dimKer(A) = 3 et rg(A)
[ ] dimKer(A) = 4 et rg(A)
[ ] dimKer(A) = 2 et rg(A)
B dim Ker(A) = 5 et rg(A)

Solution: La matrice A représente une application linéaire R” — R3. Par
conséquent, I'image de A est un sous-espace de R3, c’est donc un sous-espace de
dimension < 3. Le Théoreme du rang affirme que

dimKer(A) =7 —1rg(A) >7-3=4

ce qui élimine deux affirmations (celles qui disent que dim Ker(A) < 3). Intuitive-
ment c’est clair: il faut “éliminer” au moins un sous-espace de dimension 4 pour
envoyer un espace de dimension 7 dans R?. Enfin le Théoréme du rang s’écrit
aussi dim Ker(A) 4+ rg(A) = 7, ce qui élimine aussi 'affirmation dim Ker(A) = 4
et rg(A) < 2 car, dans ce cas, la somme ne peut pas étre égale a 7.
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Question 7 Soit A une matrice inversible de taille 5 x 5. Laquelle des affir-
mations suivantes est vraie?

[ ] Ker(A) est vide
|:| Les colonnes de A n’engendrent pas R®
- Les lignes de A sont linéairement indépendantes

I:l Le rang de A est strictement plus petit que 5

Solution: La forme échelonnée d’une matrice inversible a un pivot dans chaque
ligne et chaque colonne. Ainsi les colonnes, et les lignes également, forment une
base de R®. Donc en particulier elles engendrent R® et elles sont linéairement
indépendantes. L’application linéaire que représente A est bijective, et donc le
noyau est nul (pas vide!), et I'image de A est R® tout entier, donc le rang de A
vaut 5.

Question 8  Soit T': Py — R définie par T'(p) = p(—1) + p(0) + p(1). Alors
[ ] dimKer(T) = 1 et rg(T) = 2
[ ] dimKer(T) =1 et rg(T) = 1
[ ] T west pas linéaire
B dim Ker(T) = 2 et 1g(T) = 1

Solution: L’application T est linéaire et, plus explicitement, on a T'(a+bt+ct?) =
3a + 2c. En particulier, T n’est pas l'application nulle et donc la dimension de
I'image de T" est 1. Par le théoreme du rang, celle du noyau est 2.

Question 9  Soit T: Py — R définie par T'(p) = p(—1) 4+ p(0) + p(1). Une
base du noyau de T est donnée par {—2 + t + 3t%,2 — 3t?}.

B vrAI [ ] FAUX

Solution: Par la question précédente, la dimension du noyau vaut 2. Il faut donc
2 polynomes linéairement indépendants pour engendrer le noyau. On remarque
que —2 + t + 3t% et 2 — 3t? sont des polynomes lindairement indépendants qui
appartiennent au noyau de 7T'. Ils forment donc une base du noyau.

Rappel. Soit T': V — W et deux bases
B={b,....b,}CV, C={a,....Cn} CW.

Alors la matrice représentative de 7' de B et C est définie par
M= (@) ... [T6).
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Question 10
20—y
Soit T: R? — R? la transformation linéaire définie par T (x) =|z+3y | et
) Py
les bases

1 1 0

B:{G),(‘D}dem@ et C=<[2].] 1].[1 de R3.
2 0 1

a) Dans R3, calculer la matrice de changement de bases de la base canonique
Begn vers C.

Rappel de la formule de l’inverse:

1
SN—
L
/N
S
=
S
S
——

PCB: (51...Cn
b) En déduire la matrice de T' de B vers C.

Solution:

a) Par les formules vues en classe,

0 1 1 -1
1 =10 1 -1
1 -2 -2 3

Pen

can

1
-7 =2
2

b) On commence par calculer les images par T des vecteurs de la base B =

{b1, b}
T(b) =T G) = 411 et T(hy) =T (‘D = _g
0

Ensuite, on calcule les coordonnées de ces deux vecteurs dans la base C avec
la matrice de changement de bases calculée en (a) :

1 1 -1 1 5 1 1 -1 -3
Th)le={0 1 —1|[4|=( 4 |, [Th)le=|0 1 —1|]2
-2 =2 3 0 —10 -2 -2 3 —2
Ainsi
5) 1
B=[Tles=| 4 4
—10 —4
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Question 11  On considere la transformation 7" : P3 — Py définie par
T(a+bt+ct? +dt*) = (a+b+c+d) + (a+b)t+ (c+d)t*

a) Donner la matrice M de T dans les bases B = {1,t,t%,#3} de Pz et C = {1, ¢, t*}
de Py. La mettre sous forme échelonnée réduite.

b) Déterminer la dimension et une base de Im(M) et Ker(M) respectivement.
¢) En déduire une base de Im(7") et Ker(T).

d) Vérifier que le polynome 7 + 5t + 2t2 est bien dans I'image de T et donner ses
coordonnées dans la base trouvée en b).

e) Vérifier que le polynome 2 — 2t — 5t% + 5t% est bien dans le noyau de T et
donner ses coordonnées dans la base trouvée en b).

Solution:

a) Par rapport aux bases canoniques {1,¢,t* t3} de P3 et {1,1,4*} de Py, la
matrice associée a 'application linéaire T" est donnée par

1111 1100
M=11100]~10011
0011 0000
b) La matrice ci-dessus admet 2 pivots dans les colonnes 1 et 3. On en déduit
que

1 1
Im(M) = Span 11,10
0 1

Le noyau se calcule en résolvant le systeme

e}

0

—0 _
T @ =0, —  Ker(M) = Span ! ¥
r3+x4=0 1

c¢) Nous obtenons les bases de 'image et du noyau de 7" en prennant utilisant les
vecteurs-coordonnées trouvées ci-dessus dans les bases B et C respectivement

1 1
Im(M)=Span{ |1, |0 = Im(T) = Span{1 +¢, 1+t*},
0 1
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1 0
Ker(M) = Span 70 , (1J —  Ker(T) = Span{1 —t,t* — *}.
0 —1

d) Le polynome 7 + 5t + 2t* est bien dans I'image de T puisque - par exemple -
T(5+ 2t?) = 7+ 5t + 2t%. Ses coordonnées dans la base By, sont

5
[7+ 5t + 2t%]g,, = (2) :

puisque 7 + 5t + 2t* = 5(1 + ¢) + 2(1 + t?).

e) On a bien 2 — 2t — 5t? + 5t3 € Ker(T') puisque T(2 — 2t — 5t* + 5t3) = 0. Ses
coordonnées dans la base Bk., sont

- - B - )

puisque 2 — 2t — 5t2 4+ 5t3 = 2(1 — t) — 5(t? — t3).

Question 12 Considérer 1'application linéaire 7' : R* — R* et une base
B C R* définie par
1 T1+ X
T i) _ To + X3
I3 T3+ Ty
Ty T+ T4

a) Dans R?, calculer la matrice de changement de bases de la base canonique
Bean vers B.

b) Donner la matrice de T dans la base (de départ et d’arrivée)

1 0 1 0
0 —1 0 0
B= 11’0 f710o]10
0 1 1 2
Solution:
a) Par les formules vues en classe
1 0 10y /0 0 1 0
me1 |0 =1 0 0 10 -1 0 O
Pos, =B =1 g 00 |1 0 -1 0
o1 12)  \p i
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b) Nous cherchons la matrice

M= (TE))s T TE)s T6):)

Commencgons par calculer I'image des vecteurs de B :

1 -1 1 0

. 1 - ~1 - 0 - 0
Ty = || Te) =7 | 1@ =[] 7@ = |}
1 1 2 2

Nous pouvons calculer les coordonnées de ces images dans B avec la matrice
de changement de base calculée en (a) :

0 0 1 0
- 0 -1 0 -
[T(bl>]8 - 1 O _1 0 [T(bl)]Bcan
1 1 11
2 2 2 2
Nous en déduisons alors
1 1 1 2
-1 1 0 0
M=19 _9 ¢ -2
1 1 1 2

Question 13  Soit T': Py — My définie par

T(a+ bt + ct?) = (_ab l;)

et des bases

(1 9 2 B 10 10 0 —2 00
s=p-nete)e= () (01) (@) (1))
Calculer la matrice de T" dans les bases B et C.

Solution: Nous calculons les images des vecteurs de B par T :

T —t) = G ‘01), T(t+ ) = (_01 }) T(2) = (8 (1))

Nous pouvons voir que leur expression dans C = {C4, Cy, C3, Cs} sont
1 1
T(l - t) — Cl —|— 503, T(t + tz) — —Cl —|— CQ — 503, T(tQ) — —Cl + 02,
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d’ou
1 -1 -1
0 1 1
M =
Lot o
0 0 0

Alternativement, si on ne “voit pas” les coordonnées des images, nous pouvons
passer par une matrice de changement de base de la base canonique de Msyo vers

C: 1
11 0 0\ 1 1 1 -1
P 00 =20 {0 -1 -1 1
CBean 00 2 1 10 —% 0 0
01 0 1 0 1 1 0
Elle nous donne alors
1 1 1 -1 1 1
0 —1 —-1 1 -1 0
[T(1 =t)]e = PeBoan [T(1 = 1)|Bean = 0 -1 0 0 1] L]
0 1 1 0 0 0
1 1 1 -1 0 —1
0 -1 -1 1 1 1
[Tt + e = Pos.o T+ Olsn = 1 g 1 g o | | =1 = | =2 |
o 1 1 0 1 0
1 1 1 -1 0 —1
0 -1 -1 1 0 1
NI 2 _ _
[T()e = Fepean [T())5e0n = | 10 olo]T o]
0 1 1 0 1 0
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