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Algebre Lineaire Avancee, MATH-110

Série 12

Tous les exercices seront corriges.

Vous etes fortement encourages a essayer de resoudre (eventuellement a plusieurs)
I'exercice (x) et a rendre votre solution (eventuellement a plusieurs) avant le mercredi
de la semaine suivante. Il faudra transmettre votre solution sur moodle, sous forme
d’un fichier pdf unique (eventuellement tape en LaTeX) en suivant le lien moodle de
la semaine relative a cette la serie.

1 Resolution de systemes lineaires

Exercice 1. On considere la matrice suivante

1
M=12 € M3,4(Q)
3

= W N
_ o o
N =

que l'on voit comme matrice d’une application lineaire ¢ : Q* — Q3 dans les bases
canoniques.

1. En utilisant les techniques de reduction des systemes lineaires discutes en cours
cette semaine, donner une representation cartesienne de Im ¢ et une base de
ker ¢ (verifier la coherence avec les resultats trouves precedemment)

Exercice 2. Soit a € R un parametre. Resoudre le systeme suivant (en fonction de

a).

3r — y + 4z + t =u
6xr + vy — 2z + 20 =w
y + az + 3t =w

En particulier,

1. Determiner les inconnues libres et les inconnues principales et donner une re-
presentation cartesienne de ’ensemble des (u,v,w) admettant au moins une
solution.



2. Donner une base de I'espace des solutions quand (u,v,w) = (0,0,0).

Exercice 3. Soit K un corps quelconque. Resoudre dans K le systeme ci-dessous
(d’inconnues z,y, z,t,u) :

2 4+ 4y + 3z + 11t — 10u =a

—xr — 2y + 2z + 5t + 6u =b
4z + 12t — 2u =

3r 4+ 6y — 2z — 3t 4+ bSu =d

En particulier (prendre garde que les reponses peuvent dependre de la caracteristique
du corps car(K))

1. Donner une condition necessaire et suffisante sur a, b, ¢, d pour que le systeme
al au moins une solution.

Determiner les inconnues libres et les inconnues principales.
Donner quand a = b = ¢ = d = 0, une representation parametrique de I’espace
des solutions.

Exercice 4 (x). Soit V = R[X]<3 le R-EV des polynomes de degre < 3; une base
est donnees par les monomes % = {1, X, X%, X3}. On considere I’application

RX]es = R[X]<s
7P XAP'—(1+X)P 4+ P
Ici P’ et P” designent les derivees premieres et secondes de P.
Ecrire mat ().
Resoudre le systeme ¢(P) = 0 et en deduire une base de ker(y).

Donner les equations cartesiennes de ¢(V).

=W o

Donner une base de de ¢(V).

Inversion de matrices

Exercice 5. Soit K = C le corps des nombres complexes. Montrer que la matrice
suivante est inversible et calculer son inverse.

1+¢2 0 1
142 1 -1
1 0 1

Dans la reponse tous les nombres complexes present devront etre sous la forme a +
ib, a,b € R : par exemple on ecrira 1/2 —i/2 au lieu de 1/(1 + 7).



Matrices de permutation

Exercice 6. Soit d > 1, on note &, = Bij({1,---,d}) le groupe des permutations
de l'ensemble {1,---  d} (equipe de la composition). Dans cet exercise vous aurez le
droit d’utiliser ce que vous savez sur la structure du groupe &,.

Soit V un K-ev de dimension d et B, = {ej1,--- ,e4} une base de V fixee.

Soit o : {1,--- ,d} — {1,--- ,d} une permutation. On lui associe 'unique application
lineaire ¢, qui envoie chaque vecteur e; sur le vecteur e, ;) pour i < d :

siv=umze; + -+ x4eq alors Y, (V) = T1€5(1) + -+ - + Ta€o(a).-
1. Soient 0,7 € 6, deux permutations. Calculer ¢, o p, (en regardant son action
sur un ensemble convenable de vecteurs).

Montrer que ¢, est inversible et calculer son inverse.

Quand d = 2,3 donner les matrices M, = matg(p,) des ¢, calculees dans la
base %, (ces matrices sont appellees matrices de permutations).

4. Par echalonement-reduction montrer que M ,23) est inversible et que son inverse
est une matrice de permutation.

5. Montrer que o + M, defini un morphisme de groupes injectif de &, vers
GL4(K). L'image s’appelle le groupe des matrices de permutations.

Remarque. On rappelle que tout groupe fini G peut etre realise comme (ie. par
injection dans) un sous-groupe du groupe &¢g|. Cet exercice montre donc que tout
groupe fini peut etre realise comme un sous-groupe du groupe des matrices inversibles
GL4(K) (avec d = |G|). On appelle cela la linearisation : cela permet de ramener
certaines questions de la theorie des groupes finis a des questions d’algebre lineaire.

Un peu de bilinearite

Exercice 7. Soit V un K-ev de dimension d sur un corps K un corps et & =
{e1, -+ ,eq} une base de V.

On definit le ”produit scalaire euclidien” relativement a %
(0,0)5: (v,0) € K x K¢ = xy2) + - x42),

ou on a ecrit
/ /
V=21€1+ -+ Tg€q, V=1T1€1 + -+ T €4.



1. Montrer que (e, )4 est bilineaire, symetrique et ecrire sa decomposition dans

la base (%*)%2.
2. Montrer que I'application ¢4 : V +— F(V, K) qui a v' € V associe la fonction de
V' a valeurs dans K
(0. 0Yg v (v,0) 5
definit une application lineaire entre V et V*.

3. Quelle est I'image de & par 14 ? Montrer que ¢ty est un isomorphisme entre V'
et V*.

4. On suppose que d = 2 est pair et que car(K) # 2. On definit la forme bilineaire
(dite symplectique)

f
((o,0))2 = Zef ® e;+f - e;‘k+f ® e;.

i=1
Montrer ((e ®))4 est alternee.
5. On considere 'application

ly:v' eV i ((00)) g e F(V,K)

ou on a pose
(o, ))g v eV = ((v,V))g € K.
Montrer que ¢/, est une application lineaire entre V et V*.
Quelle est I'image de la base % par ¢/, 7 Montrer que ¢/, est un isomorphisme.
Soit
(o,0) : (0,0) €V XV = (v,0) € K

une forme bilineaire sur V. On suppose qu’elle a la propriete suivante
Vo' € V, Ju € V tel que (v,v") # 0;

on dit que cette forme est "non-degeneree” ou est un ”accouplement parfait”,
en anglais " perfect pairing”).
Montrer que I'application

VeV i (o) e V*
est un isomorphisme de K-EV.

Remarque 1.1. On a defini des isomorphismes entre V' et VV* mais ils ne sont toujours
pas canoniques : ils dependent du choix de la forme bilineaire.



Exercice 8 (Matrices compagnon). T'W : cet exercice implique la notion de polynome
sur un corps K ainsi que l'anneau des polynomes K|[X|; si vous n'etes pas familier
avec ces notions, vous pouvez supposer que K = Q ou R

Soit K un corps, d > 1, b = (by,--- ,bg_1) € K% et X € K* un element non-nul.

La matrice dite "compagnon” de b est la matrice suivante

00 0 0 =—b
10 0 0 —b
My= |01 0 0 —b

00 0 1 —bg
On a vu un tel exemple dans 'exercice 7 de la serie 10 avec (bg, by, b)) = (1,1, 1).

On voit M, comme la matrice calculee dans la base canonique & = {ej, - ,e;}
d'une application lineaire ¢y, : K¢ — K.

1. Que vaut ¢p(e;) pour i < d— 17 Que vaut pp(eq)?

2. En deduire que ¢y, verifie equation polynomiale suivante dans End g (K?)
Oh 4 ba—1pf "+ -+ boldg = 0y

Pour cela on evaluera 'endomorphisme a gauche de 1’egalite ci-dessus sur les
elements de la base 4 et on montrera qu’on obtient le vecteur nul. Pour se faire
une idee on pourra commencer avec d = 3.

3. Montrer que M, verifie 'equation polynomiale

ME+bg  \ME + -+ by.Idg = 0y

et que 'espace vectoriel engendre par les puissances de M,
K[My] := Vect({Mp = 1dgq, My, MZ, M}, k> 3})

est une sous K-algebre de My(K) de dimension d : on posera

Po(X) = X4+ bg 1 X + -+ by X°
de sorte que (en posant M = Id,) on a

Py(Mb) =0
et on utilisera (admis) le fait que tout polynome P(X) € K[X]| peu s’ecrire
P(X)=PF(X)Q(X)+ R(X), Q(X),R(X) € K[X], deg(K) < d— 1.



4. On considere la matrice ”caracteristique” de My, definie pour X € K* par

X 0 0 0 bo
~1 X 0 0 by
d(X, Mb) = XIdd — Mb = 0 —1 X O b2
SR X :
0 0 0 1 X +byy

Montrer que d(X, My,) est inversible si et seulement si
X4 by X 4o by #0.
Pour cela on echelonnera-reduira cette matrice par une suite d’operations de

type (III) pour la rendre triangulaire superieure.

5. Montrer que ce critere d’inversibilite reste vrai meme si X = 0: My, est inversible
ssi by # 0 (on pourra soit utiliser I’equation polynomiale satisfaite par My, pour
lui trouver un inverse ou utiliser des transformations de type (I)).

6. Dans le cas d = 3 calculez 1" inverse de d(X, M) (quand cet inverse existe).



