
EPFL Automne 2022
Algebre Lineaire Avancee, MATH-110

Série 11

Tous les exercices seront corriges.

Vous etes fortement encourages a essayer de resoudre (eventuellement a plusieurs)
l’exercice (󰂏) et a rendre votre solution (eventuellement a plusieurs) avant le mercredi
de la semaine suivante. Il faudra transmettre votre solution sur moodle, sous forme
d’un fichier pdf unique (eventuellement tape en LaTeX) en suivant le lien moodle de
la semaine relative a cette la serie.

L’exercice que vous avez tous demande...

Exercice 1. Soient V et W des K-EVs de dimension finie isomorphes (en particulier
dimV = dimW = d). On suppose que ces espaces sont isomorphes : ie. il existe un
isomorphisme

ψ : V ≃ W.

1. Montrer que l’application

Ad(ψ) : ϕ → ψ ◦ ϕ ◦ ψ−1

est une application lineaire de End(V ) sur End(W ).

2. Montrer de deux manieres que c’est un isomorphisme de End(V ) sur End(W )
(par un argument de dimension, en trouvant une reciproque).

3. Montrer que Ad(ψ) est un isomorphisme de K-algebre.

4. Montrer que les groupes lineaires Aut(V ) = GL(V ) et Aut(W ) = GL(W ) sont
isomorphes (comme groupes).

Remarque. En particulier on a un isomorphisme

GL(Md(K)) ≃ GL(Kd2) = GLd2(K)

ce que vous etes nombreux a avoir demande.



Le centre de tout

Exercice 2. Soit d 󰃍 1. On rappelle que le centre du groupe lineaire est defini par

Zd(K) = {C ∈ GLd(K), ∀M ∈ GLd(K), C.M = M.C};

c’est sous-groupe du groupe lineaire forme des matrices inversibles qui commutent
avec toutes les matrices inversibles :

On a vu en cours que le groupe des matrices scalaires non-nulles K×Idd = {λ.Idd, λ ∈
K×} ⊂ GLd(K) est exactement l’ensemble des matrices inversibles qui commutent
avec toutes les matrices de Md(K) (et en particulier avec celles de GLd(K)). On a
donc l’inclusion

K×Idd ⊂ Zd(K).

On va montrer qu’en fait on a egalite.

Pour cela on introduit les matrices de transvections : soit

B0
d,d = {Eij, i, j 󰃑 d} ⊂ Md(K)

l’ensemble des matrices elementaires. Une matrice de transvection est une matrice de
la forme

Trij,λ := Idd + λ.Eij, λ ∈ K, i ∕= j.

1. Montrer que Trij,λ est inversible et calculer son inverse (on cherchera l’inverse
sous forme de matrice de transvection en utilisant la relation de produit des
matrices elementaires : Eij.Ekl = δj=kEil).

2. Montrer que
Zd(K) = K×Idd

en utilisant le fait qu’une matrice du centre commute avec toutes les matrices
de transvections et avec toutes les matrices diagonales inversibles.

Transformations elementaires

Exercice 3. Soient
Tij, Di,λ (λ ∕= 0), Clij,µ, i, j 󰃑 d′

des matrices d′ × d′ des transformations elementaires.

1. En utilisant les expressions de ces matrices en terme de l’identite et des matrices
elementaires Eij (cf. le poly du cours), verifier que

T−1
ij = Tij, D−1

i,λ = Di,1/λ, Cl−1
ij,µ = Clij,−µ.



Exercice 4. Soit K un corps. On considere la matrice suivante

M =

󰀳

󰁃
1 2 3 4
2 3 4 1
3 4 1 2

󰀴

󰁄 ∈ M3×4(K)

1. Donner une succession de transformations elementaires qui transforme M en la
matrice

󰀳

󰁃
1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 0 0

󰀴

󰁄 si car(K) = 2,

󰀳

󰁃
1 0 0 −11
0 1 0 9
0 0 1 −1

󰀴

󰁄 si car(K) ∕= 2

Exercice 5. On considere la matrice suivante

M =

󰀳

󰁃
1 2 3 4
2 3 4 1
3 4 1 2

󰀴

󰁄 ∈ M3×4(Q)

que l’on voit comme matrice d’une application lineaire ϕ : Q4 → Q3 dans les bases
canoniques.

1. En utilisant le resultat de l’exercice 6, donner une base de l’image ϕ(Q4).

2. En utilisant la reduction des matrices representer l’image ϕ(Q4) sous forme
cartesienne.

3. Trouver une base de ker(ϕ).

A la recherche d’une base

Exercice 6. Soit M ∈ Md′×d(K). Soit Cj, j 󰃑 d la j-ieme colonne de M et

W = 〈C1, · · · , Cd〉 ⊂ Cold(K)

l’espace vectoriel engendre par ces colonnes. Soit R la forme echelonnee reduite de M
et 1 󰃑 j1 < · · · < jr 󰃑 d ses echelons.

1. Montrer que {Cj1 , · · · , Cjr} (les colonnes de la matrice M) forme une base de
W . Pour cela on ecrira

R = T.M

avec T une matrice inversible et on considerera les produits

T.Ci, i = 1, . . . , d.

Remarque 0.1. Si M = matB′B(ϕ) pour ϕ : V 󰀁→ W cet exercice permet de trouver
une base de l’image ϕ(V ).



Inversion de matrices

Exercice 7. Soit K un corps de caracteristique ∕= 2.

M =

󰀳

󰁅󰁅󰁃

1 −1 1 1
2 2 0 0
0 3 1 3
1/2 −1/2 −3/2 −3

󰀴

󰁆󰁆󰁄

1. Determiner en fonction de car(K) quand cette matrice est inversible.

2. Quand c’est le cas, calculer son inverse.

Preuve de la proposition 10.5 (d’apres Yinghan)

Exercice 8. (󰂏) Soient R,R′ ∈ Md′×d(K) deux matrices echelonnees reduites et qui
sont lignes equivalentes. On veut montrer que

R = R′.

Pour L = (l1, l2 · · · , ld) ∈ Kd un vecteur ligne et 1 󰃑 j 󰃑 d, on note

e∗j(L) = lj

la j-ieme coordonnee (dans la base canonique) de L.

Soient L1, · · · , Lr, L′
1, · · · , L′

r ⊂ Kd les lignes non-nulles de R et R′ (comme R et R′

sont lignes equivalentes elles ont meme rang donc r = r′), et soit

1 󰃑 j1 < · · · < jr 󰃑 d, 1 󰃑 j′1 < · · · < j′r 󰃑 d

les positions des pivots de R et R′ et

W (R) = Vect({L1, · · · , Lr}), W (R′) = Vect({L′
1, · · · , L′

r}) ⊂ Kd

les espaces vectoriels engendres par les lignes (non-nulles) de R et R′. On notera
egalement pour 1 󰃑 i 󰃑 r

Wi(R) = Vect({Li, Li+1, · · · , Lr}), Wi(R
′) = Vect({L′

i, L
′
i+1, · · · , L′

r}).

En particulier W1(R) = W (R), Wr(R) = K.Lr et Wi+1(R) ⊂ Wi(R).

1. Pourquoi a t’on W (R) = W (R′) ?



2. Montrer que pour 1 󰃑 i, k 󰃑 r, on a

e∗ji(Lk) = δk=i

et en deduire que pour tout L ∈ W (R) on a

L =
r󰁛

i=1

e∗ji(L)Li

(pour la deuxiemem partie, on ecrira L comme CL des Li, i 󰃑 r) et on identifiera
les coefficients en applicant les formes lineaires e∗ji .

3. Montrer que pour L ∈ Kd, on a

L ∈ W (R) =⇒ ∀j < j1, e∗j(L) = 0.

4. En deduire que j′1 󰃍 j1 puis que j
′
1 = j1 (en observant que R et R′ ont des roles

symetriques).

5. Montrer que pour L ∈ W (R), on a

L ∈ Wi(R) ⇐⇒ ∀j < ji, e∗j(L) = 0.

6. Montrer que pour tout 1 󰃑 i 󰃑 r et tout j < j′i on a e∗j(L
′
i) = 0.

7. Montrer que L′
2 ∈ W2(R) (utiliser que que j′2 > j′1 = j1), puis que j′2 󰃍 j2 et

enfin que j′2 = j2.

8. Montrer (par recurrence) que pour i = 1, · · · , r, ji = j′i.

9. En deduire que pour i = 1, · · · , r L′
i = Li puis que R = R′ (on appliquer la

premiere partie de la Question 2 aux L′
k en utilisant que j′i = ji).


