


DEFINITION 3.1. Un anneau (A, +,.,04,14) est la donnee, d’un groupe commutatif (A,+) (note
additivement) d’element neutre note 04, d’une loi de composition interne (dite de multiplication)

...AXA — A
' (a,b) — ab

et d’un element unite 1 4 € A ayant les proprietes suivantes

(1) Associativite de la multiplication:
Va,b,c € A, (a.b).c = a.(b.c) = a.b.c.
(2) distributivite:
Ya,b,c € A, (a+b).c=a.c+b.c, c.(a+b) = c.a+ c.b.

(3) Neutralite de l'unite:
Va e A, a.ly =14.a4 = a.

Un anneau est dit commutatif si de plus la multiplication est commutative:

Va,b e A, a.b=b.a.
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DEFINITION 3.2. Soit A un anneau. Un element a € A est inversible si il existe b € A tel que
a.b=b.a= lA.

On dit alors que b est un inverse (a gauche et a droite) de a (pour la multiplication).

NOTATION 3.1. Par la Proposition precedente si un element a € A est inversible son inverse est
unique. On notera cet inverse

a”l.

Notons que a~1 est egalement inversible et on a
(a1t =a.
On deduit de cette discussion que
PROPOSITION 3.2. Soit A* [’ensemble des elements inversibles d’un anneau A, alors
(A*, ., 14, 0_1)

forme un groupe: le groupe des elements inversibles de A.
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EXERCICE 3.2. Soit A un anneau commutatif et Ma(A) 'anneau des matrices a coefficients dans

A. Soit M = (“ b
¢ d

definie par

> € Msy(A), la transposee de la matrice des cofacteurs de M est la matrice

tcof (M) = ( d(' _ab> :

(1) Montrer que

0 det(M)
ou det(M) (le determinant de M) est defini par
det(M) := ad — bc € A.
(2) En deduire que

My (A)* =: GLy(A) = {(‘c‘ 2) . a,b,c,d€ A, det (‘; Z) =ad—bce A%}
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DEFINITION 3.4. Soit (A, +,.) un anneau. Un sous-anneau B C A est un sous-groupe de (A, +)
qui est

— soit le sous-groupe trivial {04},
— soit qui contient l'unite 14 et qui est stable par multiplication:

Vb, b € B, b.b € B.
Ainsi (B,+,.,04,14) est un anneau.

PROPOSITION 3.3. (Critere de sous-anneau) Soit (A,+,.) un anneau et B C A un sous-ensemble
non-vide; alors B est un sous-anneau ssi B = {04}, ou bien 14 € B et

(3.1.1) vb,b',b" € B, b.b' —b" € B

Preuve: Exercice. ]
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DEFINITION 3.5. Soient (A, +a,.4), (B,+B,.B) des anneaux. Un morphisme d’anneaux ¢ :
A B est un morphisme de groupes commutatif ¢ : (A, +4) — (B, +p) tel que

©(14) = 1p ou bien p(14) = Op,
Va,a' € A, p(a.,ad’) = p(a).pp(a’).
REMARQUE 3.1.4. Si ¢(14) = 0p alors ¢ est 'application constante nulle 05:
Va € A, p(a) = p(a)p(la) = 0p.
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PROPOSITION 3.4. (Stabilite par morphismes) Soient ¢ € Hom gnn (A, B) un morphisme alors
p(A) C B est un sous-anneau. Par ailleurs le sous-groupe ker(p) est un sous-groupe de (A,+) qui
est de plus stable par multiplication (a gauche et a droite) par A:

Va € A,k € ker(yp), a.k, k.a € ker(yp
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PROPOSITION 3.5. Un morphisme d’anneaux ¢ € Hom g, (A, B) est injectif ssi ker(p) = {04}.



PROPOSITION 3.6. Soient p: A B ety : B+~ C des morphismes d’anneauz alors

—op: A C est un morphisme d’anneauz.

— Soit ¢ € Homgnn(A, B) un morphisme d’anneaux bijectif, ’application reciproque @~
B — A est un morphisme d’anneaux. On dit que ¢ est un isomorphisme d’anneauz et on
dit que A et B sont des anneaux isomorphes.

oA\'w« anve
NOTATION 3.3. On note = a’t-‘- (v, g ﬂ )

Hom g, (A, B), EndA,m(A) Hom g, (A, A)

1.

ISOIIIA”,,,,(A, B)* AlltA'nxn (A).-: ISOInArm (A A)

l’ensemble des morphismes, endomorphismd, isomdphismes et automorphismes d’anneauzx.

(ol1 A’ ;‘ 30 un Qé“‘- .



DEFINITION 3.6. Soit A un anneau pas forcement commutatif.

Un ideal ( a gauche) de A est un sous-groupe additif (I,+) C (A,+) qui est stable par
multiplication (a gauche) par les elements de A:

Vae A, bel, abel.

Un ideal ( a droite) de A est un sous-groupe additif (I,+) C (A,+) qui est stable par
multiplication (a droite) par les elements de A:

YVae A, bel, bae€l.

Un ideal bilatere de A est un sous-groupe additif (I,+) C (A, +) qui est un ideal a gauche
et a droite:

Vae A, bel, ab, baecl.

En particulier si A est commutatif les notion d’ideal a gauche, a droite ou bilatere sont toutes les
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THEOREME 3.1. Soit (A, +,-,04,14) un anneau et I C A un ideal bilatere et
A/l ={a(modI)=a+1, a € A}
l’ensemble des classes de congruences modulo I. En particulier on a
0a(modI)=1, 14(modI)=14+1.
(1) 1l existe une (unique) structure d’anneau
(A/I,+1,1,04/1,18/1)
telle que 'application

A — A/l
WI::o(modI):a N a(m(/)dl)

soit un morphisme d’anneau surjectif de noyau
ker(mwy) = 1.

On appelle cet anneau 'anneau quotient de A par I et on appelle m; morphisme canonique
de A vers son quotient A/I.
(2) On a en particulier

(3.5.1) OA/IZOA(mOdI)ZI, lA/IZIA(mOdI)=1A+I
et pour tout a,b € A
(3.5.2) a(modl)+;b(modl)=a+b(modI), a(modl)-;b(modl)=a-b(modlI).



(3) Soit ¢ : A — B un morphisme d’anneauz. On suppose que I C ker(p). Alors il existe un
unique morphisme d’anneauz

er:A/I - B
tel que
(3.5.3) Va € A, ¢r(a(modl)) = ¢(a).
En d’autre termes on a
(3.5.4) p=@romy;

On dit que le morphisme ¢ se factorise par le morphisme canonique et on le note avec le

diagramme suivant

A—2 3 B

"l A

A/l







TR T TR L e _ma o e~ L as o o N T ——TT T R WP O TR TN St Sk =




Cops

A “Lmo.no] : Koevpu\.

Aﬂapm' S Ficu



“Le corps conditionne le raisonnement.”



DEFINITION 4.1. Un corps K est un anneau commutatif possedant au moins deux elements
O # 1x et tel que tout element non-nul est inversible:

K* =K — {0k }m K*
Exm(k‘”" L oot o wn coape.
Q, ‘p\ ' Q: w)f OQU) wv‘>9.




THEOREME 4.1. Soit ¢ > 2 un nombre premie VIS EUT S
Uanneau des classes de congruences modulo q (Z/qZ,+,.) est un corps (fini de cardinal q).
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PROPOSITION 4.1. Soit K un corps, B un anneau et ¢ € Homan,(K,B) un morphisme
d’anneauz. Alors si ¢ n'est pas nul (p # 0g) ¢ est injectif:
p: K — B.
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THEOREME 3.1. Soit (A,+,+,04,14) un anneau et I C A un ideal bilatere et
A/I ={a(modI)=a+1, a € A}
l’ensemble des classes de congruences modulo I. En particulier on a
0a(modI)=1, 14(modl)=14+1.
(1) Il existe une (unique) structure d’anneau
(A/I,+1,1,04/1,18/1)
telle que 'application

A A/l
Ty ::o(mod]):a N a(m(/)dI)

soit un morphisme d’anneau surjectif de noyau
ker(wy) = 1.

On appelle cet anneau ’anneau quotient de A par I et on appelle T morphisme canonique
de A vers son quotient A/I.
(2) On a en particulier

(3.5.1) 0a/1 =0a(modI)=1I, 14y =1a(modl)=14+1
et pour tout a,b € A
(3.5.2) a(modl)+;b(modI)=a-+b(modI), a(modl)-;b(modl)=a-b(modI).



(3) Soit ¢ : A — B un morphisme d’anneaux. On suppose que I C ker(p). Alors il existe un
unique morphisme d’anneauz

er:A/I - B
tel que
(3.5.3) Ya € A, ¢r(a(modl)) = ¢(a).
En d’autre termes on a
(3.5.4) o =promy;

On dit que le morphisme ¢ se factorise par le morphisme canonique et on le note avec le

diagramme suivant

A—23 B

"l A

A/l
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LEMME 4.1. Soit {0} # A C K un sous anneau non-nul d’un corps K alors A est commutatif
et

(4.2.1) Va,be A, ab=0<=a=0 oub=0.
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DEFINITION 4.2. Un anneau A non-nul, commutatif, tel que Ya,b € A on ait
a.b=0<=a=0o0ub=>0
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THEOREME 4.2. Soit A un anneau integre (en particulier commutatif) , alors il existe un corps
K et un morphisme d’anneau injectif
L:A—> K

(de sorte qu’on peut considerer A comme un sous-anneau de K en identifiant A a son image 1(A) C
K ) et tel que K a la propriete de minimalite suivante: pour tout corps K' et tout morphisme injectif

/A= K,
il existe un morphisme (necessairement injectif)
Uy K> K’

prolongeant le morghz’sme /' (ainsi A et K peuvent etre vus comme des sous-anneaux de K' ).
TN ° ° *
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DEFINITION 4.3. Le corps K s’appelle le corps des fractions ‘ et se note Frac(A).

de A
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DEFINITION 4.4. soit A un anneau commutatif. Un ideal I C A est maximal si I # A et si [
est maximal pour 'inclusion parmi tous les ideaux de A distincts de A:

VJCAJ#Adidealde A, I CJ=1=J.

THEOREME 4.3. L’anneau commutatif A/I est un corps ssi I est un ideal mazimal.
Pru%; s I mux?mnx — A/i-[ —c,a:.f)g
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