




Exemples : TCQCIRC D

- [q +

q / g , O(mody), Imodif

- E(X; A) Xens
,
Aanneau

Of=A 15 =1



-
A commutatif :

Mc(A) =&(ab ab,d
·Mar =Oc=Fa :)d
· (M,+) =gpe commutatif
(End, (M), +, o,M, Fam



Elements Inversibles

Unites





Exemples T
*

= 9 = 13 +T -203.
Q = Q

*

=Q -G0}
IR" = PR = IR-303 K*C

*

=C -303 ·
= 403

*

=203

= 3 a(q) = a+qπ(a,q)=M





Mz(#)*&(4) a
,
b
,
c
,
de # +q

adbe 3 .

-

M = Gpc commutaty
Endgr(M) = Autg(M) = la maphismes.

de M vers M

bijectifs



Sons-Anneall





Morphisme





Exemple : Le maphisme canonique
Sait A un anneal

Cary : #-> A
n n . (a= 1x+-+ 1 (nfois)

=(x)+...+(1) iGis
singo

Men (Cany) = g# gp-caracteristique de A .



Example :

# Ta
#= (modq)a -almodq) = a +q1
c'et un maphisme d'anneaux et
C'est le morphisme canoniquede#q

effacaracteristique de Facet go



et si Ac A est mussamreau alors G(A)est un ssanneau .

Preuve : deux cas . G(1A) =OB a fore

Na P(a) =Op G(A) =50 3 l'anneau nul
deB

berg = A &



Sig(x) =1 = 0B

Mq G() cB stun ssanneau de B
Scient b

,
b',b"eg(A) my b .b'-beg)

b = g(a) b = G(a)b" = g(a))
b
.b'-b" = p(a)(u) -Gl

=> G(a.a) -q(n) = Glaa-al



b .bb" = G(au'-u")eq(A) cur aa!a"A

her(9) = g
+
(503) esten ssgpe de (A,+/

HaeA keker(e)
P(a.k) = G(a)-((k) = G(a)-OB

=OB



p(k . a) = 0(k)-9(a)
= 0,3 . ((a)
=OB

#



ber p = G
+P

(50)) n'est pas en
general un same au de A.

.

- engeneral ber&1 en effet
sigelegeG(1A)=Ob
= G-B



Un autue cas on kuegst un scanreal
C'est si her G-50A] (l'eneaunl



estun anreau
I (+, 0,8,Ed

:

10 estage



Rmqi si G :=B un morphswe danneaux
alos beno itunideal bilateve (msiAntnatif



Anneau quotient



Exemple : A=T E=gT 9
aloe qI estum ideal de1.

let tous les ideaux de # sont de cettefame)
-q est un ssgpe de (T,

+)
-
sat meg, alons met un multiplede g

An eth n
.m est un multipledea



= gT st stable par X par
les elts deT

.

= on peut famer un annear

Tay=Ga+qπaeT
Ifin d'adveq)



↑









Caps
Allemand

: Koerpen
Anglais : Field





=>k
*

Examples : 11 n'est pas un coups.
Q
,
IR
,
C sont des

corps.



Rig : la reciproque est vraie : si geou est

compose q= g ,92 91 ,9231 alor

TqT, n'est pas un corps.

9= 9 ,92190,9249
90(g) · 92(q) = 9092(g) =0(q)



on a 2efts nonvuls de #T, 91191
et gelg) dont le product estnut .
Pountant go(g) n'est pas inversible
cor les inversible de #qty sort les
a(q) avec (9

,9)=

=> THAT, n'est pas un coups. I



Preve: on rent my si g,2 est premier
alon #/qT, a an moins Zelts (vvai
can 1*HqT=9)

- Thyst commutatio
- On veut my(0



con sust que

(py)" = (a(q) =a+qπ(a,q)=1)
On ret done my si get premier
(a
,q)=1(=)a(q) +O(q)
(a,q)+1()a(y)=0(q)



#> (a ,9)+ (a,g) = r))
et /9

comme get premier =getreg)a = a=0(y)
# ciafo(q)= q(a = (a,9),q
sigest premier

#/am caps
a gelts notea



Rmg: pour y premier if n'existe a
isomorphisme pres qu'un seul carps
a getts IFg



Prenve : Sat G :-B +q POB
En reut

mg be 9 =50 3
sat kehap siOk
alos k et inversible et if existe
K +q k=1



P(mm) = p(k) = +B
p(k)p(k") = Ob.G(h) =OB
Contradiction.

Get injectif



Prop : Sort Kun carps et Eck un ideal
afors on bien I =30] on bien I = K.

Preve : Sat ICK un ideal
-

Supposons [F50F= K

Sort hel-G0k] ,Dexiste k.i
comme Istun ideal et que keI



1=kkI

HeK keT
I

=> KCIch K=I

[



Caracteristique d'un corps



Can:-
1 - Xk
n20 - n= 1x+....+ nfois

be(Cank) = qπ1 q

9 caracteristiquea



Cus1 : CarK =0 Can
,yet injectif

(son noyan est 303)
l'anneau # un ssanneau de K

N
peutetre un comme

en identificantI Can,I)
en particulier K est infini.



en plus K contient un copie
un caps Q= a be TG0b]
in effet por toute fraction
an definiv Can,( =Carp(a) .Can(b)

Can
,<(b) -O if est inversible

et Cans(b)"existe



En verifie que cette extension

Can:Q
K

-
Can
,
(a) ·Can
9b

est un maphisme d'anneau streQetk
quiest done injectif (cur&1)



et donc K contientin copic
des carpsI comme sous-corps
Can
,
(0) c K.



Ca(k) =pX/
Thm : p est un ub premier.

Supposons p= 9 ,92
arec 190192[P

on a que Pl=Ok= 901 · 92K
=> gas on gest unf.



Pourquoi : si goo G sevent inversible
-I

· 991 .92= q0k =0k
92k=Ok

=> pas possible car alor Geeke(Can
ce qui n'est pa possible can pX92

I



alon K contient un carpie de 1p= #/pT
comme sous-caps.

Car = K
n - k

ben (Can
,) = pT

Gu va definir un morphisme danneau



4 : TpT - k

enposant is(nmodp) := nkEK
C'est bien defini : si n'modpenmodp
bas n, =1 on a

n'(p) =n(p)=n'n = pm met
=> nij= P,mi

= Ok



l'application ip:/- K
n(p) = nk

et bien definie et est un morphisme
d'anneau (car n nkestum

maphisme'anneau



(1) est non-nulle (car Can k)
done et injective #j=Hop stun
caps.



↑







Caps de Fractions



Prenve : soient a
,beAtq a .b=0

supposons aO a admet in inces
dam K note aet on a

!a
.
b =a .

0
:
0

b = 0 I



Ex : anneau pas integre
9
= 9092 90/ 927) alon

#992π n'est pas integre
pe(q) +0(q), 92(9)+ 0(q)



q , (9) · 92(q) = 9142(y) = g(u)=O(y)
I

Ex :I at integre, un caps K at
integre, tout sous-anneau non mul
I'un carps est integre ·



-joi = in
&

de A



Preve (Idie de la construction)
A integre et ou considere

Ax(-(3)=G(a,b) a,beHb+0x)
(a,b)- ? fraction rationle
on defini sur Ax(A-383) me relation
d'equivalence



(a,b) n la,b) ssi ab
=ab

/Ide&able
Ou montre

que u
stune relation dequivale

a etpour (9,b) Ax)A-503) on note

la classe d'equivalence a Laquell(a,by
appatient.



On adone si able

(Ring : Cela utilise lefait que Art integre
ou defini le coups K = Frac (A)

=G , (a,3)cAx)A-303)3
= A +( -203/



On defini sur K une addition et
une multiplication

en posant aaa se
integrate de

is on obtientdanvenfir Commutation
avecQ



on a un maphisme daneur linjectif
i = A2- K

a- a
1 A

· si on un morphisme ing

ou define de i



en posant
:
(b)
(car ilb)carb

· 0 I





Construction de Corps par
quotient



On a "un" que si
A= anneau commutatif

et ICA un ideal ou pentfrabrique
un anneum quotient (A/I/,*

Hy=Sa=a+F,n AzcP(A)
at =Gaxiii]



en posant all) = a+Ic A
a(l) +b(i) == a+b(i)

all) xyb(π) := a.b(i) .

Eu vent prendreI tel que A/I
sout un carps.



-
Comme Astcommutatif Ayetcommutaty

- * possede an moins 2 elts
&

T+ A

si IfA sout aEA-I a fore

a(T) =a+I +I =0() (sinonnel



Prenve: si I maximal =>Al =corps.
Isi get premier alous 9/1 stun ideal maximaldeT
Comme IQA A

# possdean mos to

of Ayat commentatif



Montrons
que si all) fO(T)
(ie al) alou all est inversible

dans A/ :
on chercheblI) +q
a(I) . b(i) = ab() =1(I)

on cherche beAtg ab-PET



Considerous J l'ideal engendre par
actI Jea

,I)= le plus petit
ideal de A contenant a etI

Hl'intersection des ideaux de A contenant
a et I)
Comme a = 145
Comme I at maximal- J= A



Donc1<<a,) =A
& e(a,1)= if existe

beA et ieI Tq
1 = ab + i

ab-1 = - iEI

ab() = 1(1) .
=+yCaps




