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Injectivite/Surjectivite/Bijactivite
X
,
Y de ens et une upp . 8 : X-Y.

#: fest injective si KyeY

8"(5y3) =\xeXf(x) +y] possde an plus
1 elt.



# f et surjective sai

AyeYf
*

(4y3) =( +eX(f()=y)
possde an moins un eff

(ie . ut + $)



De : fast bijective si fest injective
et sujective ·

Hyey f (523) est un singleton
la exactement un elt)



Notations : f : X + Y

Si fast injective f :XY
Ihockrightarrow

Sifetsurjective f:X-Y
x Im <Imapsto

Si fest bijective 8 :/ YXI Y Isimey



Application Reciproque : J: Y

bijective
Comme bestebjective
Hye Y ilexiste un unique xeXtq
f(x) =y ( +qg

*

(5y3) stre singleton)



Big on definit l'application recipique
f : Y = X quin tout

↑

y et associe l unique element de

f
*
(5y3) =38"(y)]



Sif at bijective
Hyey f(5y3) = 58"(y13 ·



Involutivate de la Reciproque :

Sat f : XY ef : y=X
sa reciproque

alone of at bijectivef
at (f") = f .



Composition d'applications : Bens 1,4,2

fix +y g : y-z

ex fey g(f()cz
on a ainsi defini une application entre
Y etZ notee

gof: Z



definie pour xeX par
gof(x) = g(f(xy)c

On l'appelle la compose deJet g.



la composition des application defini
one application

· : Homens(2) x Homens (X,Y-> Homews]X,Z

(g ,8) -> gof



Proprietes de la Composition
Associativite : f:=Y, g :/Z, h :z-T

ho(gof) = Dog) of
= hogof

Utilisation : J : X+X Jof :XXpX
Jofof:48x/g/



fof-ga Jofof-f
Po...of ge (g)m , collectionnations

↳ fois de X vens/

gagee fi= Id,
Edy: nex =>ne/



Element Neutre :

f: X+ Y

IbixeX +xX

Fly : YeY -yeY

Jott= f , #of = f



Simplification : f : /Y (fbij)
J : Y =>X la reciproque

- jof :
X YX

. Jof-Fax
- for xx By gof- Idy



Involutivate de la reciproque (bis

·: Bij (X,Y)->Bij(,X)

f
-> f

·
"est bijective et sa reciproque
-I

(o") : Bij(Y,X)->Bij(X,Y)



·
"est bijective et sa reciproque

(·") Bij(Y,X)->Bij(X,Y)
C'est l'application recipique
geBij(y,X) goBij(X,Y)

l'involutivite de la recipique : (f7)"JXSimplifict
a



Preuve : on reat my (goff'=fog
aud on reat my HzeZ

IfXe X



x = (gof)"(z) z= g(f(x))
on calcule x= f(j(z)
g(f(x)) = g(f(f"(g(z)))

fof"(i'(z)-X'stunvoye sur = g(g (z)z por
la big gof

-

X est envoy inz
=gog(z) =z

parlabiggof X=X
. It



Cardinal d'un ensemble



Def : Scient Xet Y des ensembles

On di
que
Xet Y out in cordinal

et on le note (X) = 14/
siil existe une bijection f : / + Y.



Preuve : Idx :X X sture bjection.
Simmetric : My 1 Af: X =Y
alors la reciproque

existe f% Y EX et dest

une biguation de Y vsX= (Y) =1X)



transitive: (x1 =1) 38 : XSY
11 =121 7 g :y5Z

gof : X Z etdone (2) ·

E



Enserables finis , infinis ,demoubrables

Def: un ensauble X est fini si il est soit
O or siit est en bijection area

un ensemble de lafarme 50 ,2, ... ,n N
por n1 ·

Onecriva alon (X1 =151, ....,nz) =n
etsiX =0 (X) =0



f : x =(1,2, ....n)
la reciproque f%51, --,n] -X
realise une enameration des elts de X

: ou pose X=f (1), Heff'(2), ...., Xu=f)
etona X =Exp, ...., +n] ·



Si X n'est pas fini on dif X at infini.

note
Diff: on dit qu'un ensembleX est denombrable
siX et soit fini sort IXIII .

Sinon X et nondenombrable on indenombrable.



la notion de denombrabilite est importante
cur il existe du ensembles non demombrables.

Exemples :&
Sort Xens alors/P(X)/ =190,i

*
/

Cen porticulies si Xet fini et (XI=n
Mafou 15(X)1 =2 I



So, 13
*
= (X

,
50,i)



la bijection est donnce por l'application
fut caracteristique
AcX1 1xeX- -Six
↑ A 1xetunebijecina



-
I at denombrable
NxIN at denombrable

- h NB et denombrable
- Q et denombrable

Q =Gabe N -303]
· (x1 =(Y) =/N = (XXYl= N



Tm)Cunto) Si X et denombrable infini
alors P(X) n'est pas denombrable

Frenve : OpsX =I pour montrer que
P(X) n'est pas de nombrable il sufft
de mq 50,i

*
n'est

pas
denombrable

IP(N1= 150,i*



Supposons quil existe

8: I I, So,iN we bijection.

pour
tout new ilexiste Ju : N -Go,13

m =fu(m)c 30,B

In(o) = (In(a)mar stureseta



Comme to sture bijection port toute
suit (am)m>,o a valeurs de 50, B

i

existe un certain n /unique
+
q

depundant de (a.

+ms,O fu(m)=am .



ConsiderousIn suite (Cm(m, o
definit comme suit

Cm =50sifmmf
(m/m,o at une suite a valuus do90,

(Cm(m
,o
=(fn,(m/( m
,e



pom un certain no0

Quelle est la valu de frolno/e50,B
si frotuo)=0=Cno=& Contradiction

si fuo(no)=1=Cn.= 0 Contradiction

il nexiste par de bijection So IT



ConequenceduThm de Counter

Th : I n'est pas denombrable

- [0,15 n'et par denorbrable

a un wb real x0, 1 I or associe sont

developpementen base 2 conchutperte
x =0
,
010100010

.... par
unesui

on le developpement ne se infinie
deI



Le Thm de Cantor-Bernstein-Schroeder





↓a relation IXI [11 est reflexive
IX(X) : S'identity Id

, stinjective.
at transitive : (H) et/11E) alous

WIIZI .
si (1) : 18 : /0 Y zg:%

gof :A Z gofetinjective . 1(z)



est ce que st antisymetrique
Si < /) etx

= (4) =1)
sil existe f: Y et g :/

das l exist h: Y
OK si XetY sond finis.



C'est un Theoreme pas
evidents





Hypothere du continu

Banta) On sait que /N) < IIRI =15(I)
Est ce que

IR est le plus petit ensemble
de cordinal strictement plus grand que /INI?
JN +q INKII < IRI ?



Hypothese du Continu : IR st bien h + patit.
dan In Thedie &FC.



Kurt Goedel Paul Coher

En 1963, il demontre queEn 1938 il montre
que l'Hypother duContin: ne pentpas

"'hypothesedu continu reportetre refutes dam &FCetreprovedam ZFC
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Alexandre Grotherdieck



Le Groupe Symetrique

Def X ens . Le gpe symetrique de /
C'est l'ensemble des bijections de /
vers/

Bij(x,X) ff :xXy =Bij(x) =G,



Structures supplementaine
composition : f, ge by alon

gof e G/
fix +xg : 4-X

gof : AjeXg/



: G + Gy G
y GyBig,

(g , 8) -egof

gof est bienmne bij cur c'est la composes
de 2 bijection .

0 : est associative : holgof) = chog)of



- Ex + & Idyed,

Idy mutre.

AfeSy foldy-f Inofef



- Inversion (Reciproque
JeSy sia reciproque fe S
fof"-Idx = fof

Ces 3 structures fout de by un groupe.





Exemple (I , +, 0 , ) estun spe
(I
, +,0, ) pas une

(Q , +,0,) (1R,+,0,
(T=91, 1, X, 1, atunye
(T-#1-20) , X ,1,) pas un gpe



(Q= Q-503
,
X
,
1
,
) atun

ge
CIR"= IR-503,X, 1 ,0-

· G_Sez exe ee

(5e3,,e,
o-Edges/etun opeaPelt

goetinal. (Ex, o,y,o



Proprietes dunicite: Sat (6,*, e,"
un gpe

alors on a

-
involutivite de l'inversion :

VgeG(g)"= g
-
Sort

eeGq existegreifa



·
unierte le linvese: sotgeG et gi6
+q gog- e alon g=g.

/pareil si gogre)
= Inversedu product: Vg,ge6

(gag)"=geg!



Soit e' by ilexiste g are
gre=g= e -e

gre = g
ja gre = jag
exe = e
e =e .



on rent
mg (g")"= g

on a que (g)g = e

ef gag = e

get done universede gt
=> c'st (g) " par unicite de l'inverse.



si gat +q
grg = e

jxgng =gx
7

eag = gt
g =g .



(grg')+ g ag
En calcule

(gag)n(gag) =e
= g m(g xg)ng
= greg = gig =e



Comme

(gag)n(gag) =e

glog' estun inverse de gog
par uniaite c'st g"*g= (gogy

Il



Spes Commutatif : Un gre (0,*,2,Y
at commutatif (abelian)&

sig ,geG
↑

gag' = gog .



(π ,+) , (Q ,+) (R,+) sont communtatifs
mais la plupart des gpes ne le sont pas
Ex : Sy +Bij(X,X) n'est

pas commutatif
des

que X possede au moins Belts



Par exemple
Oy = Bij(21,2,33)
If existe deux permutations
6
,
teby ty Got506.

Si X possede plus de 3elts
X =Gm,x2,xz ........)



on prend deux permutations de /
6
,
t qui agissent de la in maxiere

que precedement sur XX, t,
et que fixes tous les autre elt de/

H + =X -2x ,,z,43]
6(x) = x +(x)=x
Sot #ToG .



gpe product (6,*, eg,o") et (H,X,E,o
le gpe product de Get H est le

gpe
dont l'ensemble est

GxH =G(g,4) geG,hel]
la loi de gpe

est donne par
(g,h) (gh) = (gag, nxh)



l'inversion est

(g,h) = (g),h
et le neutre est

H =(2,2) .



Ordre I'un Spe :
l'adve d'un

gpe
G stron

cardinal 16) si Gatfini
etsinon 161 =*



Notations : la plupart du temps si le gepe
st quelconque on noteva sa loi avec un
symbol multiplicating ** - **
si le gpe

est communitatio or utilizers
un symbol qui resemblea une addition
+......



Autre example de symboles
de lois de composition



Notation exponentiell/multiple.
(6,) geG

A

9 = g , g.g-g g . g.g+g
N

....
..g = g sin

O
n Jois

give , singlya



Hm
,
neT gmm -gmg

g"=(g)
Da



Das in
gpe commutatif note addivement

16, + ) on ecriva pour n)//entier

...
+g = :n .G

- Ofoi, sin40n .g== (In.g) =-(g)
= (g)+(g)+...+( g)

In) fois



et on a Hm
,
neT

(mm) ·g = m .

g
addition additions G
ds I

-

g
est linvers degds G
g+(g) = ec



Sous-groupe : Sat (6, un ge
un sougpe

de G est un sous-ensemble

non vide qui musi de la loi de spe
de G restreinte a H et un gpe.



et alos

(H
,*/2,

at un get



Notation de restriction

fixY X

Sx :XX restrictiona&



Exemples:
(T
+) 2TE2n net -be enties pairs

(21,+) est un sonsgpe de#

2π+ 1 =Gan+) neTz - Oxy2Tx
- la soum de2 impaire
n'estpur impair



(IN , +) c(I ,+) n'et par un soope
l'inverse de 1 dsT est+ #N

-> (6, ·,20 ,)
- GCG estun ssgpe
- Seo] st un sagpe : le ssgpe trivial

de G



Classification des ssyper de T
Thym les

sogpe de
T1 sont lesssens de la

game # =Sqn neT} pour
qET .



Preve : on verific que pour get
qT et un sigpedeT .

- soit HC I un sogpe mgJqeFtg
H =qT

Si H =So cat bou H = 0. T

Ops # + 50]



Sort ge H-303 quitte a rem acer

p par-gely ops gx

(Hestn
Previous

q
le plus petit deselte de

H qui et >0 . On va mg H-p



Sat he H (on veut my high net)
Par division endidienn on peutective
h = qn + r ne n le'reste"

Oqr< q
h =qn+ >h -qn =r



h =qn +-qn =r

H i H
qn= n .q= g

+ ....+q n fois sino
-n fois since

0xr < q
etds H

maisq
est le + petitelt de H >0
= v=0= h=q .



Exemple (6
,
) un

ge

geG
gF=Ggne#]G

get um ssgpe de G.





Prop (Critere de Ssype) Sort Gun ge
et HCG un sensemble alon

Hest un sagpede G sei

· h
,
h'eH le product hh'eH



Irenve : si on prend hith on sait
que

- e
,
= h!hel = egt

= comme on sait que egelt Shell on
= h: ejeH Hatstable par.
=> soith

,
heh alo hehet (h) G'eH

= h
.
h'e H

.



Exemplebis :

Tim : Sat Gun
gpe

alos G

"s'identific naturellement" a un
sous-ype

de Gg=Bijl6,6) ·



Thm /Lagrange) Sat G un gpe fini
et HCG un sigpe

alons l'ordvede

At divise l'andve de 6

/16)



: Si /6) at premier alous he

songpes
de G sont Seyet 6 .

freuve : si/6)= p at premier des sents
divisums de p sont Net p
=> les sons-yper

deG sont d'ordre lorp.
I



: Si /6) = p premier pour tout

geG-Sez on a

g=Eg net] = G

Greave : sige gfSejet
gfest un sogpe de G #50]

gπ= #



Rmq : an particulier si /6/p premier
Get commutatif can
G = g et get commutatif
)m nminnmn,


