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Action d'un
gpe

un un

ensemble



(5x
,
0)

GuX



(q(g)(x))

simplification



En consequence le gpe
G etisomorphe a son

image t=Sty geb < Bij(6) et done
G peutetre identific a un ssype de By (6) .



Coryuguisan : ge G

Alg : ge gggeG
est un morphisme de G vers G (poor g
dsG fixe).
Fest injectif : getg ggges dest

Geo



et fut it est bijective et sa
reciprogue C'est Adgl : g'- gigg ·

On regarde
Ad: G
-> Bij(6)
g Adg



Preve : (que Ade st un morphisme de gpes)
En reut my gygreC
Adgege = AdoAd



Adgege = Adg ,o Adge
on prend geGet on culcule

Adgegn(g) = gigzg (g ,g)
= g-92g'gig

=All



be Ad
=Sye +q Adg =Edg3



be Ad
=&yet q Ag =Edg]=

geG +q Adg=Id6 len centre

#jeG ggj = g deGL
#jeG gg =gg
la Ad

.
=
l'ensemble de efts de 6 qui
commutent avec tous les elts de 6



Action a droute : Cas de la translation
a de : ge G

tag : g= gg
tog une big de G sur C de reciproque

tag .



Edgegalg) = gg, ga
= [aga(tagp(y)

Edgege-Edgo toge







Exemples : translation a de do G
to
:
G -> Edge Bij (6)

at une action a de.

Ed
,

estun antimorphisme de 16
vers Bij (6)



on peut fabriquer a leide de la
translationa de une action a

gauche:
on pore
S

Edgtdgt : g - gig



# stun morphisme de gies et
defini me action an gauche

de G1G .

Elgig(g)= g(g,gz)"= g'gige
=Edge)Edge(g)



Autre explemple d'action a droite :
Sat G-X faction at donnee por
go : x gOx

Considerous F(X; 1)
=f : xeX = f(x)ER]



faction G/ indust une actiona
droite EX;IR)&G

(f , g) = f8: x = f(g0x)
·
8
: f --fit me action a de

de GaurF(X
,
IR)



ic

. g ,*

92 (fg)g2
-((92(f) ·





Anneau ,









Exemple (T,+,0, x ,1)
(Q,+,0,x,1) (IR ,+,0,x1)
(C,+,0, x ,1)

↓
In multiplication we donne

pas forcement me los de
gpe .)delt neuteto



-
L'anneau nul : Nul =30

avec Mul =O et le lois +et
etant evidente

·

- Product d'unneaux
A
,
D est unneare le product

(AxB, thi+B) ,(0x,0) , (xx ,Yy),(x,))
gameon anneau



#(qxj =(a(y) = a +TyaeT<T(T)

[q+,O(q=#g) stun yoe commutet

J
l multiplication est definit comme suit
a(q)xb(q) := a .b(q)



On dont verifier que cette definition me
depend par des choix des a,be
qui permettent decrive a (g) etb(q)

ie : si a (q)=a(q) et b'(y)=b(y)
alas ab(q) = ab(9) ·
-son verific que on obtient un
annear (fini de Cardinal 9)



et d'unite

1 = 1(y) = 1Tg .
Tq

l'anneur #/g st comuntatif
a(q)xb(q)= ab(q) =ba(q)= b(q)xa(q) .

C



Anneau defets : X-ens
F(X,1) =Gf: x=f(x)cIR]
= (X; IR) a une structure d'anmean

provenant de celle de IR :



fi . 82: X = IR

fatfa : + -fe(x) +fa+/

frofe: fel) .Jul
OF(X,R)=

=fut est=0.
1F(X,1)=1 +fet cst=al .



Si Ast un anneau que
F (X;A) a une structure

canonique d'anne an.

= Anneaux de Polynomes :
AI[X]-fat polynouniales

de IR vers IR.



- Si A stun anneur commutatif que
on pent defini son anne au de

polynomes A[X] = anream des poly
homes a coefs &s A mais c'est un

per plus famel .



Anneaux de Matrics 2x2 :

A anneau commutatif
Mz(A)=&(b) a,b,c,deA]
(ababably



Product de matrices

Ib)x(ab)-adab
(ii)

(ait



(Mc(H) , +, x) game un anneau
(non-commentatio /

OMz()=(09

↑) =(=Ed ·



Anneaux d'endomorphismes
(M ,+) un ge commutatif
End(M) =Endg (M)=Hom(M,M)

- 9, 4EEndg/M)
p+y : mem

= g(m) +y(m) EM



on dat verific que p-pet birn un
maphisme

(p+4)(m+m)) = G(m+m)) + y(m+m)

= G(m)+G(m)) +y(m) +4(m)
=G(m) +y(m) + G(m)) +4(m)
= (p+y)(m) + (q+4)(m)) ·



Le product de End (M) et donne par la

composition :

(9,4) End (M) =- POYEEnd(M)
En verific que OM : meM -OM
st neutre pour t, on sait que l'identite
Idy : m+m est neutre pour o



distributivite : G ,4 , De Endo(M)

ourentma po Poo
- 00(p +4) 80-y + 004



m =M

(p + 4(00(m) = (g+ q)(t(m)
= G(t(m)) +y(0(m)
(m)+ yo0(m)

Rugcommute, (+,+) alor l'ani
Mc(A) s'identific avec Ends (A)



poor le voir on note que

peEnd (A4) et completement determine
par &(10) et P(0,All
an ecrit P((x,%) = (a,2) a

,
bet

p((1))=(b,d) c
,
det



Preuve : on sait que
HaeA

a= a .1x = 1x .a
a = 1 -a =( +0) .a =1x a +0xa

= a +OA -d

= 04 . 4 = 04



pour loppose on ecrit que
(a + ta)) . b = 0x - b = 0x
a .b + (a).b = 0A

=> ( -b) = (-a) .b .....

El



Exo : Mq 1 est unique
sili, verifie azaya aloM

Exo :Mqs0= 1
y = A =20].



Elements Inversibles

Unites



Ex : Of n'admet que d'inverse sauf siA=503



Trave : sot b'tq a .b=1
a .b=1 = bab = b -1 =b

xba

gaucheh
I



* s'appelle aussi le

Attention : IR
*

-
IR -Seunedean

e

=,
-B



Exemples T
*

= 9 = 13 +T -203.
Q = Q

*

=Q -G0}
IR" = PR = IR-303 K*C

*

=C -303 ·
= 403

*

=203



= 3 a(q) = a+qπ(a,q)=M
Preve : C : sont a(q) inversible if existe
bett ty a(gob(q) =1(g)

ab(q) =1(q)
ab+q = 1 +qπ

il existe cetty ab= 1 +q



=> ab -q =
1

=> angel : Sip premier divece a

on auva

quepe-qc=1 .
- : si ang alor (g) et inversible
dan TqT



Par Bezout: comme angeli existe
b,Ceq
ab + qc =

1=x ab(q) =1(q)

Jabetdifferent
n

a
3 [l



=
Si A

,
B sont des anneaux

le groupe
des elts inversible de

AXB :

(AxB) = A x B .



transposee de

t

t t

sidet(M) =adoboA"M"= (detM) : ↑cof(M).



Mz(#)*&(4) a
,
b
,
c
,
de # +q

adbe 3 .

-

M = Gpc commutaty
Endgr(M) = Autg(M) = la maphismes.

de M vers M

bijectifs





Sons-Anneall





Exemples #Q CRCK
- les seals ss anneaux de T1 sont

[03 et # .
=

les seuls se anneaux de #/qT, sont
30(q)) et #/qT1·
- My #)cMz()cMeLIR) <Mack



- A commutatif Mr(A)
-
Matricu scalaires

A
.Edg =&Ed=)aA

= Matrices diagonales
Diugz(A) =&(40) a,deH]



->
Matrices tringangulaires superiences
Tsup,2()=&(a,b,beA)

-
Matrices tringangulaires infs
Tinf,2A)=3) ad



Anreau engendre : si B,B'cA sont des
Sanneaux BrB'st un sameau.

et sion a une collection de seanneaux

(BilicI BicAssanneaux

& Bi est un scanned.
LEI



XCA un sseusable

lessanneau engendre per/ est
le + petit sanneau contenant
ie .

l'intersection des anneaux contenant/

<XundA .



Morphisme



↑
·

B

Ing : si G() =B alo G=B
VaeA G(a)=G(a .&x)

= p(a) -q((k) =G(a) .Op=O



Exemple : Le maphisme canonique
Sait A un anneal

Cary : #-> A
n n . (a= 1x+-+ 1 (nfois)

=(x)+...+(1) iGis
singo



Can
, qui st un morphisme de gipes additifs

et en fait un maphiome d'anneaux :
Can
y(mm)

= (m .n)x = (m .1)(n .1)
=Cany(m) o Cany(1)

ke (Cany) =# ge
9A=Caracteristique de

A
.



Example :

# Ta
a -> almodg)

-

c'et un maphisme d'anneaux et
C'est le morphisme canoniquede#q

effacaracteristique de Facet go


