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DEFINITION 2.8. Soient (G,*) et (H,x) deuz groupes, un morphisme de groupes ¢ : G — H est
une application telle que
V9.9 € G, p(gxg') = ¢(g) * p(g").
On notera
Homeg, (G, H)
l’ensemble des morphismes de G vers H.
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PROPOSITION 2.4. (Invariance des sous-groupes par morphismes) Soit ¢ € Home, (G, H) un
morphisme de groupes.

(1) Soit K C G un sous-groupe alors p(K) C H est un sous-groupe. En particulier l'image de

@,
m(e) = (@) < H
est un sous-groupe de H.

2) Soit L C H un sous-groupe de H, alors la preimage
(2) g (i) p ¢ = G
e (L) ={g9 € G, ¢(9) € L&

est un sous-groupe de G. En particulier cp("l)({e u}) est un sous-groupe de G.



DEFINITION 2.9. Le sous-groupe o~V ({ey}) s’appele le noyau de ¢ et est note
ker(¢) = ¢ V({en}) = {g € G, ¢lg) =en}.

THEOREME 2.7 (Critere d’injectivite). Soit ¢ € Homg,.(G, H) un morphisme de groupes alors
les proprietes suivantes sont equivalentes

(1) ¢ est injectif,
(2) ker() = {ec}.



THEOREME 2.8. Soit ¢ : G — H un morphisme de groupes et ker(p) C G son noyau. Alors
pour tout g € G on a l’ egalite suivante entre ensembles

g.ker(¢).g7' = {g.k.g7", k € ker(p)} = ker(¢).



PROPOSITION 2.5. (Invariance par composition et par reciproque) Soient (G,x),(H,x*), (K,®)
des groupes et

p:G—Hety:H— K

des morphismes de groupes alors la composee 1 o ¢ : G — K est un morphisme de groupes.
Supposons que ¢ : G — H un morphisme de groupes bijectif alors l’application reciproque

e e Hone%H, G)

est un morphisme de groupe bijectif.



COROLLAIRE 2.4. L’ensemble des automorphismes de G

Aute,(G) C Bij(G) :616

est un sous-groupe pour la composition o.
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DEFINITION 2.11. Soit (G,%) un groupe, X un ensemble et (Bij(X),0) le groupe symetrique
de X (des bijections de X sur lui-meme). Une action (a gauche) de G sur X est la donnee d’un
morphisme

¢ : G — Bij(X).

On dit alors que G agit sur X (a gauche) a travers le morphisme ¢ et on le note G ~, X.

CION



PROPOSITION 2.6. La donnee d’une action G ~, X est equivalente a la donnee d’une application
(appellee loi de composition externe)

verifiant
(1) neutralite de l’element neutre:
Vre X, e Oz ==z,
(2) associativite: Yz € X, g,9' € G,
(gxgd)ox=906 (¢ ®x).
(3) simplification: en combinant les deux proprietes precedentes on a Vx € X, g € G,

g0 (g ler)=glo(goz) =21



THEOREME 2.10. L’application translation a gauche

G — Bij(G)

o
g > tyigd gy

est un morphisme de groupes de (G,.) vers (Bij(G),o). Le morphisme to definit donc une action a
gauche de G sur G qu’on appellera action par translations a gauche et qu’on notera G ~; G.

EXERCICE 2.6. Soit G un groupe et

G —  Bij(Q)

t':g =ty G—= G

I’action par translation a gauche de G vers G.
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PROPOSITION 2.7. Pour tout g, Uapplication Ad, : G — G est un isomorphisme de groupes (ie
Ad, € Autg,(G)) dont l'application reciproque vaut
Ad;' =Ad,-1 : G5 G.
De plus application
G +— Bij(G
Ad, : i(G)
g — Ad,

est un morphisme de groupes.
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DEFINITION 2.12. L’application de conjugaison

G — Bij(G)

Ad: o T T

etant un morphisme de groupes, elle defini une action a gauche de G sur G (par automorphismes
de groupes) qu’on appelle action par conjugaison et qu’on notera G ~aq G.
L’ image de ce morphisme

Adg = {Ady, g € G} C Autg,(G) C Bij(G)

(formee d’automorphismes de groupe) et est appellee groupe des automorphismes “interieurs” de G
et est notee

Adg = Intg, - (G) = Inng, (G).
("Inn” pour “Inner”).
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DEFINITION 2.13. Soient (G,*) et (H,x*) deux groupes, un anti-morphisme de groupes ¢ : G
H est une application telle que

Vg,.9' € G, p(g*9g') = o(9") * v(9).

PROPOSITION 2.7. Une application entre groupes ¢ : G — H est un anti-morphisme de groupes
581

poeligrp(gT!)
est un morphisme de groupes ou bien ssi

o lop:igr p(g)!

est un morphisme de groupes.

Preuve: Exercice. O



DEFINITION 2.14. Soit (G,*) un groupe, X un ensemble et (Bij(X),0o) le groupe symetrique
de X (des bijections de X sur lui-meme). Une action a droite de G sur X est la donnee d’un
antimorphisme de groupes

v G — Bij(X).
On dit alors que G agit sur X a droite a travers ¢ et one le note X ~, G.

PROPOSITION 2.8. La donnee d’une action a droite X N, G est equivalente a la donnee d'une
application
X xG = X

*O% (1,9) — zog

verifiant
(1) neutralite de l’element neutre: Vx € X, x ® eq = ,

(2) associativite: Vx € X, g, € G, @ (gxg )= (x®g) O g .
(8) simplification: en combinant les deuz proprietes precedentes on aVx € X, g € G,

1

(z0g)0g ' =@og Hog=2
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Three rings for the Elven-kings under the sky,
Bcris> Bsta BdR:
Seven for the Dwarf-lords in their halls of stone,

~

EQp7 AQp7 BQp7 E7 A, B7 A7

Nine for mortal Men doomed to die,

Qp, Zp7 Fp7 Qp7 Fp7 Cp7 ﬁC;ﬂ erlr’ BHT7
One ring to rule them all,

Ainf .



DEFINITION 3.1. Un anneau (A, +,.,04,14) est la donnee, d’un groupe commutatif (A,+) (note
additivement) d’element neutre note 04, d’une loi de composition interne (dite de multiplication)

...AXA — A
' (a,b) — ab

et d’un element unite 1 4 € A ayant les proprietes suivantes

(1) Associativite de la multiplication:
Va,b,c € A, (a.b).c = a.(b.c) = a.b.c.
(2) distributivite:
Ya,b,c € A, (a+b).c=a.c+b.c, c.(a+b) = c.a+ c.b.

(3) Neutralite de l'unite:
Va e A, a.ly =14.a4 = a.

Un anneau est dit commutatif si de plus la multiplication est commutative:

Va,b e A, a.b=b.a.
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LEMME 3.1. Pour tout a,b € A, on a
0ga.a =a.04 =04,
(on dit que ’element neutre de l’addition 04 est absorbant). Pour l’oppose, on a

(—a).b=—(a.b) = a.(—D).
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DEFINITION 3.2. Soit A un anneau. Un element a € A est inversible si il existe b € A tel que
a.b=b.a=14.

On dit alors que b est un inverse (a gauche et a droite) de a (pour la multiplication).

E/ﬁ: 9, A 0 a)\mi Ymﬁc‘)ime/wc Sau g; A=>0



PROPOSITION 3.1. (Unicite de l'inverse) Soit A un anneau et a € A un element inversible et
soit b tel que a.b =b.a =14.
Soit b’ verifiant
(L.b/ = 14.\
alors b = b; de meme si b verifie
b.a=14

alors b’ = b

Preuve ©  <oit b 1'1 q.h’:’\A
ﬂo‘D\:I\A =>laab)=\94A b



NOTATION 3.1. Par la Proposition precedente si un element a € A est inversible son inverse est

unique. On notera cet inverse
-1
a .

Notons que a=' est egalement inversible et on a
(aH ™! =a.
On deduit de cette discussion que

PROPOSITION 3.2. Soit A* l’ensemble des elements inversibles d’un a7wu A, alors

/
(A%, . 14,071 A’ S 0L GMFA\
forme un groupe: le groupe des elements inversibles de A %“ uwwil-iA J‘, Oaﬂml
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EXERCICE 3.2. Soit A un anneau commutatif et M2(A) 'anneau des matrices a coefficients dans

A. Soit M = ("' ”
¢ d

) € M5(A), la transposee de la matrice des cofacteurs de M est la matrice

tcof (M) = (_d(l ;”) |

definie par

(1) Montrer que

M teof (M) = teof (M).M = det(M).Ids = (‘1"t(()M) dct.(()]\ 1))
ou det(M) (le determinant de M) est defini par
det(M) := ad — bc € A.
(2) En deduire que

b
d

o dd (ﬂ) =ad-be € Ax H’]‘; (aU'N)- 2 f{,ﬁ(ﬂ)

b

M>(A)* =: GLy(A) = {(Z d

),a,b,cgdeA, det((cl' )zad—bceAX}.
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DEFINITION 3.3. Soit (A, +,.) un anneau commutatif et a,c € A, on dit que a divise ¢ et on le
note

ale
si il existe b € A tel que
¢ = a.b.
On dit egalement que a est un diviseur de b.
EXERCICE 3.3. (1) Montrer que la relation de divisibilite est reflexive et transitive.

(2) Montrer que tout element du groupe des unites A* est un diviseur de tout element de A.
(3) Quels sont les diviseurs de 0, 7 de 14 ?
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DEFINITION 3.4. Soit (A, +,.) un anneau. Un sous-anneau B C A est un sous-groupe de (A, +)
qui est

— soit le sous-groupe trivial {04},
— soit qui contient l'unite 14 et qui est stable par multiplication:

Vb, b € B, b.b € B.
Ainsi (B,+,.,04,14) est un anneau.

PROPOSITION 3.3. (Critere de sous-anneau) Soit (A,+,.) un anneau et B C A un sous-ensemble
non-vide; alors B est un sous-anneau ssi B = {04}, ou bien 14 € B et

(3.1.1) vb,b',b" € B, b.b' —b" € B

Preuve: Exercice. ]
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DEFINITION 3.5. Soient (A, +,0), (B, + g des anneaux. Un morphisme d’anneaur ¢ : A — B
est un morphisme de groupes commutatif ¢ : (A, +) — (B, +) tel que

©(1a) = 1p ou bien p(14) = 0p,

Va,a' € A, ¢(a.g") = p(a).p(a).
A B

_R_V“_’\'- = @(AA)K Ob o CF-“ 96
VQG A @(a):?(a.JA)
= ?(4) OB?CJA> :ﬂD(«).OIfOB
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