
Ring on pourra se ramener au cas Xo O par un changementdevariable

y Xo

Questions
convergence et valeur de la somme en fonction de

Thm Il existe 1 E 0 os signifie soit 1ER soitn a tel que
la série entière Ë aulx xo

converge
absolument

pour Ix xo
et diverge pour Ix xo r

Remarques

le nombre estappelé le rayon de convergence dela série
entière

le Thm ne dit rien pour le cas lx x.la
si 1 0 la série converge absolument pour tout EIR

si 1 0 la série ne converge que pour Xo étalons a

divergence

jÜËÜ L divergence

R fin28111

Thm On a limasyps au avec la convention O tes et tes f
De plus si les limites existent on a ftp.laul Canchy

lit D'Alembert

Preuve s EIKEN
Critère de la limsup q lire p but

lima.gg x xol.lau1 lx xollimasu.plau



La série converge absolument si 9 1 Ix vol eilmqyspa.ph

divage si 9 1 1 eilmypsla.nl

Conseil se ramener aux outils d'étudedes séries pour
déterminer r

7 4 Fonctions définies par des séries entières

Si r E 0 a on définit la fonction somme de lasérieentière

fix ÉÉaulx xo

définie sur D o r Xo n et éventuellement en non r

Thm dérivée des séries entières On peutdériver terme à terme la série
entière c'est à dire pour E D on a

f x ET au k x
poser l K 1

Éden 1 1
et le rayon de convergence de cette série entière est r Plus généralement

on a ft C o r xo.in et par n fIN on a

j x ET auk.H.EEH 1x x
parl K n

Égdein
1

même rayonde convergence

Explication pour le rayon deconvergence

liresp tout lime PeffLIIII ÏÏT
Remarque de on déduit que j xd n an an 8

c'est le coefficientdonné par la formule deTaylor
ceci montre aussi l'unicitédes coefficients de la série entière



7 5 Séries deTaylor d'une faction
Soit ICI un intervalle ouvert EI et fEC I

Def La série deTaylor de f en est ÉT
La série deMac Laurin cas particulier ai 0

Question quand est ce que l'on a fix ÉE l xo

Quandc'est le cas sur I on dit que f estdéveloppable en série entière

Etudions un exemple Sat f x Xo O D f1 RY 14

Calculonsles dérivées successives de f en 0 pour ED

flx 1 x filx f11 t il 1 x j 11 42 1111 x etc

par récurrence f x n 1 x dans f 01 n

Dans la série deTaylorde f est EI8 ÉE série géométrique

La série converge absolument pour E 1 Il et É flx
Dans f est développable en série entière sur 1 IL
la fonction estdéfinie sur un intervalle plus grand que 1,1C
Parex f12 1 II diverge
Autre technique plus générale pour étudier le lien entre f et sa sériedeTaylor
FormuledeTaylor poux 1,1L 811

FEEIY.IE
on ra x hey j a où une oft
Dn tn x infini Il a x Inn E
Soit I Pour EI on a une et donc



Innkll Ï E 0

Dan flx limes Ê rink ftp.EY lien x

ÉÏx 0
pour E 4,51

Avec une méthode similaire avec xo O on trouve les développements

en séries entières suivants

ÉE E 1,11

FÉ 1 1 x 1,11

log Hx IE 1 11 E 1,1

exp x ÉÉ ER



sinhlx TÉLÉ x ER

cash x ÉE ER

sin x EE EN

calx ET ff4 ER

ERE 1 x ÉE
α α

x E 1,1

Aparté l'exponentielle complexe et la formule d'Euler

On peutdéfinir l'exponentielle complexe pour 7 E C pas

exp z ÉE Ê converge pantoute E

Onpeutvérifier que exp
Z Z exple exp Z2 z Z E G

Pour 2 10 OEIR on a

expliol 1 1 1 9f 1 liff
1 iO Ê i i

cas O i sin o

En particulier pour IT on obtient e 1 identitéEuler

Toute fonction de classe Ce n'est pas nécessairementdéveloppable en
série entière Voyons un contre exemple

f x 4ᵉ
si so

0 si KO



On a f E C IR en effet le seul pointdélicat est o_0

il ftp.flx fipo flxl 0 SECᵒ R

il l 1 1 44 811
0

limo f1 0

Détail parons y Ona limo ê fini 41 Ey 0
croissaniaparé

Don par le thm de continuitédela dérivée j 101 0 Ainsi f EC IR

iii On peutmontrer ainsi par
récurrence

qui ft C IR et

que KEIN f1 101 0


