EPFL Lénaic Chizat
Sections MX-EL-CGC 9 décembre 2024

Analyse [ — Série 12 — Corrigé

Echauffement. (Séries de Mac-Laurin)

Trouver les séries de Mac-Laurin et leurs rayons de convergence pour les fonctions suivantes :

a) f(x) = sin(z) b) f(x) = cos(x) c) f(x) =e
d) f(z) =e™ e) f(z) = sh(x) f) f(x) = ch(z)
g) f(z) = Log(1 +x) h) f(z) = Log(1 — x)

Sol.: On part des formules vues en cours :

. . = (_1)n 2n+1 _ - (_1>n 2n
a) sm@)—%mx , z€R b) cos(az)—nzz% @) ™", xzeR
c) ex—ilx” reR d)e’”:i(_mnx” reR
—nl —= nl ’
_ 1 1 = 1 n n __ = 1 2n+1
e) sh(x) 5(6 —e ) 5;—'( )x _,;)(2n+1)' , zeR
0, n pair
{Q,nzmpazr
f) ch(x):l<em+e_$) :lii( 1+ (=1)" )x”:i ! 2", z€R
{3 impair
g) Log(l+z) = i (=1)" "t re]-1,1]
n=0 n+ 1 7 7
h) Log(l—x) i _1)n(_x)n+1:iﬂxn+1:iixn xE[—l 1[
n:0n+1 n=0 n+1 n=1 1 ’ 7

Exercice 1. (Formules de dérivées)

Vérifier les identités suivantes a ’'aide des séries de Mac-Laurin :

d x x d o —
a) et =e b) o sin(x) = cos(x)
)—d (x) = —sin(x) d)—dL (1+z)=

dg COONE) T TR dr % ‘ Cl+a

Sol.:

Notez que dans les exemples ci-dessous on peut échanger la dérivation et la somme infinie parce
qu’il s’agit de séries entieres qui convergent, mais gardez a l’esprit que cet échange n’est pas toujours
[ee)

autorisé dans le cas général. Pour la série de Mac-Laurin f(x) = Z a,z" on a donc
n=0

d (& n) | d
—dx<n§::oanx ) —nz::Oan%(x )
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d A (S ED" o) s ED s (D" o
c) dZECOS(I)_dI’<Z (Qn)!m >_Z(2n—1)'x _me = _gin(x)

n=0

d © (_1) oo
d) —Log(l+z)=— (Z (=1) 2" =3 ()"t = ——, x| <1 (série géomélrique)
T T

Exercice 2. (Séries entieres)

Déterminer le développement en série entiere de la fonction f(z) = autour de a et déterminer

3+ 4x
Iintervalle de convergence pour

a) a=0 b)a=2

1

—Z

[ee)
en série enticre est f(z) = 2F pour tout

Sol.: On utilise que le développement de f(z) = .
k=0

ze]—1,1].

1. On peut récrire
2 2 1

T 3+44r 3 1+

()

_4

3T, on obtient que son développement en série entiere est

Ainsi, en posant z :=

=3 E(L) e e 23]

n=0
2. De facon similaire, on peut récrire

2 2 2 1
C3+4dr 1144(x-2) 11 1+ i(z-2)

()

de telle sorte qu’en posant z = —%(az — 2), on obtient que son développement en série entiére
est 5 Ln
- = i — o)
J@) =5 nzzo< 11) (z=2)",
avec intervalle de convergence }—%, %{ (obtenue é partir de z = —%@ —-2)e]—-1,1]).

Remarque générale : On peut aussi calculer le rayon de convergence de ces séries en utilisant les

formules du cours
r= 1/lim /| an ou r = lim
n— oo n— oo

Qn

(1)

Ap+1

st ces limites existent.

Exercice 3. (Séries de Taylor)

Ecrire la formule de Taylor & Pordre n autour de z = a, et la série de Taylor autour de a. Quel
est le domaine de convergence de la série de Taylor 7 Lorsqu’elle converge, est-elle égale a f7 (On
pourra utiliser la 2éme méthode vue en cours pour z +— 1/(1 — z).)
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1

a) f(z)=ce avec a =0, b) f(z) o1 2vec e
. .. p = M (a) k
Sol.: Si f € C>(I), la série de Taylor de f en a est donnée par S(z) =) o (x — a)® pour

k=0

x €1 (S(x) ne coincide pas nécessairement avec f(x)).

1.

On a fO)(x) =2". %+ et fM(0) = 2" - e. Ainsi le développement limité d’ordre n de f
autour de a = 0 est

2n+1 . e2u—|—1

flz) =73 et R, (z) avec Ry(x) = T nt1

T pour un certain u entre O et x.
La série de Taylor de f autour de a = 0 est donnée par

OO27L

S(x)=e*"t=e-> — x"  pour tout x € R
—= nl

et son rayon de convergence est R = oo.
En outre, étant donné que pour x fixé

o< |R (x)| - ont+l o max{e%, 1} |$|n+1
- (n+1)! ’

et 5 +1
ETD

Al b i
n—oo (n + 1)!

il swit que nh_)rrolo R,(x) =0 pour tout x € R. Donc S(z) = f(x) pour tout x € R.

On utilise directement la formule de Taylor. On calcule que

.y (=1)"-nl () oy (—1)" - nl
f(e) = (z + 1)1 et f(2) = g+l
D’ou le développement limité d’ordre n de f(x) autour de 2 :
1 (1) h

k=0

. (_1)n+1 T 2 n+1 ]
ol R,(z) = 1 ( n 1) pour un certain u entre 2 et x.
U U

Par ailleurs, on peut reconnaitre en f(x) la somme d’une série géométrique. On obtient

I 1 1 1 —i
z+1 34+(@x-2) 3 1+i(z-2)

n=0

() = oy

qui converge si et seulement si —1 < —%(x —2)<1 & —1<ux <5, et on reconnait la série
de Taylor de fqui coincide, dans ce cas, avec f pour —1 < x < 5. Ceci montre par ailleurs que

Ru(z) = X3 (i,,_ki}r)llc (x — 2)* et donc converge vers 0 si et seulement si —1 < x < 5.

Exercice 4. (Séries de Mac-Laurin)

Trouver les trois premiers termes non nuls de la série de Mac-Laurin des fonctions suivantes :
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) f(x) = Log( 1) b) f(2) = tg()

¢) f(z) = Arctg(x) (utiliser la formule de Taylor) d) f(x) = /1 + tg(z)

Sol.:
11—z
1. Observons que Log(H_> = Log(1 —z) — Log(1+x). Ainsi on peut calculer la série compléte
x
de Mac-Laurin en additionnant terme par terme les séries trouvées a I’Echauffement vii) et
viii) (ceci est permis puisque les deux séries convergent absolument pour x € | — 1,1[). On
obtient alors
00 00 n—l 00 n—1 00
1 —1 —2
Z Z :Z<__< ) )xnzz 221
n=1 " n=1 n=1 \ % n im0 2k +1
:{72, n impair
0, n pair

Remarque : Pour obtenir seulement les trois premiers termes de la série, on pourrait aussi
utiliser les développements limités adéquats de Log(1 — x) et Log(1 + x).

2. Méthode 1 : Utiliser l’égalité tg(x) = sm((:c; et les développements limités d’ordre 5 de
cos(x
. x> 2P z?
sin(x) =z — 3 +§+x5() et cos(r)=1-— o +I+$€()

ainst que celui d’ordre 2 de
1+x)*=14ax+ o

Comme cos(x) — 1 = —%2 + % + xe(x) , on obtient

1 2 4 2 4 2 2 gyl

cos(z) 24 2 24 2 24
et ainsi
3 2f z? bt 3 220
t = — 1+ —+ = -+t
g(z) ( 6+120+x5()><+2+24+x8()> x+3—|—15—|—x5()
c’est-a-dire
3 220
t — o2
g(x) = x—|—3—|—15—|—x5()
Méthode 2 : Utiliser la définition de la série Taylor et donc calculer les dérivées de f(x) = tg(x)
qui sont :
1 2sin(x) 2 + 4 sin(x)?
/ - " _ " _ arm s
f (.T) - COS({E)Q’ f ('T) COS((L‘)S7 f (l’) COS(.I')4 )
£ () = 8sin(x) (2 + sin(:p)2), £O) () = 8(2+ 11sin(z)? + 28111(1‘)4)7
cos(x)® cos(z)8
fO)y=0,  f(0)=1,  fr0)=0, f0)=2 fY0)=0  f90)=16.
Ains? 1 2 16 3 225
tg(x) = ﬂx+§x3+ax5+m55( )—x+%+%+x e(x).



3. On calcule

1 —2x 812 2

f”(x) = m7 fm(x) = (1+22) o (1+22)%’

(5) 3841’4 288[[’2 24
f (I) - - + )
(I+2%)5  (I+a22)t  (1+a22)3

foy=0,  fO=1  f0)=0  f0)=-2  fP0)=0,  fO0) =24

1 2 24 N
Arctg(z) = T gx?’ + §x5 + 2%e(z) = — T + 5 + 2°¢(z).

-1 -1 -2
4. On utilise que pour x| <1 ona (1+x)* = 1+oz:v+a(a2)x2—|— ala = Dla = 2) 3+ ()

6
3 2 5
5 ettg(z) =a+ % + % + xde(x). Ainsi

avec a =

1

(14 ta() " = 1+ 1 ta(a) — 1 ta(a)? + o ta(e)® + ()’ (),

=x3e(z)

tg(z)

ot tg(x)gs(tg(x)) = x%c(x) par un argument comme & U'Ex. 5iii) de la Série 11 parce que £

est ausst borné autour de x = 0. Comme

et

on a finalement

1
1+tg(m):1+2

\
R
8
+
w
~—
|
| =
8
(V)
+
S
w
+
8
w
2
8
S~—
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—_
+
| 8
|
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no
—_
—
8
w
+
8
w
JuN
=

Exercice 5. (V/F : Dérivées d’ordre supérieur)
Soient I un intervalle ouvert, f,g € C"™1(I) et a € I. Soient encore k,n € N.

V F

a) Pour n > 6, si f*)(a) =0 pour tout 0 < k < 7et f(7(a) = 1, alors f admet un minimum en
a. 0 o

b) Si I =]—b,b] pour un b > 0 et f est impaire sur I, alors f*(0) =0 pour 0 <2k <n.0 O

¢) Si f(k)(a) = g(’“)(a) =0 pour tout 0 < k <n et g(")(a) £ 0, alors 9101_% % = ;[E:))EZ)) O Od

Sol.:

a) FAUX.
Le développement limité d’ordre de 7 de f en a est donné par f(a+h) = %M—I—hfa(h) =
W'(% + e(h)). Comme limy,_ge(h) = 0, i existe e1 > 0 tel que % + e(h) > 0 du moment
que |h| < 1. Comme T est impair, on a donc f(a +h) < 0 = f(a) pour h € [—e1,0] et

fla+h)>0= f(a) pour h €]0,e1] donc f n’admet pas de minimum local en a.
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b) VRAL
Comme f € C"(I), son développement limité d’ordre n autour de 0 est

f(x) =ap+ a1z + -+ apa”™ + 2"¢(x)

st bien que
f(=z) =ay— a1z + -+ (=1)"a2" + 2"e(x).

f“:!(a) ., n par la formule de Taylor (s’il existe

Or, comme f est impaire et a =
un développement limité, il est unique), il suit que

ag — a1z + - -+ (=) "a,z™ + 2"e(x) = —ap — ayx — - -+ — aza” + a"e(x)

S ag+ax?® + -+ agr™ + a"e (1) = —ag — agr? — - - — agx® + 2"e(x)

pour tout x € I, d’ou le résultat.

c) VRAL
Les développements limités d’ordre n de f et g autour de a sont
™) (q ™) (q
1) =T 0y @ aye@) o )= T Do a4 (o - a)ee)
avec lim e(x) = 0. Ainsi
Tr—a
lim f(z) _ lim f(j,(“) (x —a)"+ (z — a)"e(x) — lim f(’;z'(a) +e(r) ™ (a)
z—a g $) T—a M(:E _ a)” + (x N a)"g(m) z—a g" (a) +e (I) g(n)(a)

n!

grace a la propriété de e(x).

Exercice 6. (V/F : Fonction définie par un développement limité)
Soient b,c € R et soit f: ] —1,1[ = R telle que f(x) = bx + cx? + z'e(x), on lim e(x) = 0.

x—0

a) Alors f est continue en 0.

)

b) Si f e CQ(] —1,1[), alors f”(0) = c.
)
)

O 000 <
O 000 =

c¢) On a 111% . ) — b,

d) f(z)? = bv*2? + *a* + 2% (x).
Sol.:

a) VRAL

Clairement f(0) = 0. Et comme liII(l) e(z) =0 (donc fini), on a lir% f(z) =0 si bien que f est
T—r T—
continue en 0.

b) FAUX.
Si f est de classe C*(] — 1,1[), le coefficient ay du développement limité de [ autour de O est

ag = fﬁ( ) par la formule de Taylor. Comme as = c ici, il suit que f7(0) = 2c.

¢) VRAL

Par un calcul direct on a @ = b+ cx + x%c(x). Comme liné e(z) =0, le résultat en suit.
z—




d) FAUX.

On calcule

2
f(z)* = (bx +cax? + x4£(m)> = b*2? + 2bcx® + P2t 4 2b2’e(x) + 2ca’e(2)

= b*2? + 2bcx® + ot + 2°e(7)

parce que lig(l) 2(b+ cx)e(z) = 0. On wvoit que cette expression de f(z)

2

ne correspond pas

a celle de 'énoncé rien qu’a cause du terme en x>. Noter qu’on pourrait aussi choisir un

contre-exzemple explicite, par exemple f(x) = bx + cx? + 5.

Exercice 7. (Primitives)

Trouver des primitives pour les fonctions f suivantes :

a) f(r) = sin(z)

b) f(x) = cos(x)

d) f(z) =€ e) f(z) = sh(x) f) f(x) = ch(z)
) f(x) = Log() ) () =~ ) f(@) = (a+ by
(s # —1)
DW=t ) = ) f@) =g
1
m)f(z) = n) f(x) = vexp(z?) o) f(z) = (az” +b)’a""
&) (s -1, ap#0)
Sol.:
Les primitives F' sont définies a une constante C' € R preés.
1. F(x) = —cos(z)+C  (cf. cours)
2. F(z) =sin(z) +C  (cf. cours)
3. F(x) = —Log(|cos(z)|) +C  (cf. cours)
4. F(x)=e"+C  (cf cours)
5. F(z) =& _262 de = & J;ex 4O =ch(z)+C
6. F(z) :fex_;e—x dr = e’ +C =sh(z)+C
7. F(z) =x (Log(x) —1)+C  (cf. cours)
8. F(z) = Log(|z|) +C  (cf cours)
1 s+1 [
9. F(z) :f(ax+1b) dr = afa(aerb) dxr = a(8+1)(ax+b) T4 C car (ax+b) =a et
donc F(x) = aff(gp(x))gp’(m) de=21[f(t)dt avec f(t)=1t" et t=¢(x)=azx+b.
10. F(x) = [ 15 do — [ = dz = Log(|1 + x|) — Log(|1 —x|)+C:L0g(Hi2D +C
1 1 1—-z+1+4+2 1
1 PO =g @ 3 e @2 (et Te) @
1 1+
-3 Les([T )




12. F(x) = —fl__ia32 dr = —Log(|l —2?|)+ C  car (1 —22) = =2z (méme idée qu’au ix)
1
13. F(x) = ) de = [ Z:g)) dr = Log(|sin(x)|) + C car (sin(:v))l = cos(z) (méme idée
qu’au iz )
1 1
14. F(z) = 3 [ 2z exp(x?) dx = 5 exp(z?) + C  (méme idée qu’au iz)
1 1
15. F(ZZ') = f (CLSUp + b)s I’p_l dr = ;p fap:l:p_l(axp + b)s dr = m (axp + b)8+1 +C

car (ax? +b) = apaP~t (méme idée qu’au ix)
Exercice 8. (Intégration immédiate)

Calculer les intégrales indéfinies suivantes, en cherchant directement a reconnaitre la dérivée d'une
fonction :

3r +4 sin(z) 1 sh(x)
W) [T de b) /cos(x)3 dz ¢) /m dz d) /ex+1 dz

Sol.: Dans cette série, on va calculer ces intégrales en les ramenant a des primitives standards.
Avec l'avancement du cours vous verrez qu’on pourrait aussi utiliser d’autres méthodes d’intégration.

a) On sépare la somme en deuz termes

3x—|—4 /< 4 )d 3 I +4/
= T =
1—}—3:2 1—i—x2 14 22 2 1—}—3:2 1+

=3 Log(l +a ) + 4 Arctg(z) + C'.

b) On utilise que la fonction a intégrer est une dérivée en chaine

=~ 1(¢@) ¢ (@) = ~(F (o))
avec p(x) = cos(z), f(x) = 3713 et F(z) = —2; — C' une primitive de F. Ainsi

sin(z) (1 B _ 1
/cos(m)3 de = ( 2 cos(x)? C) 2 cos(x)? =

c) On remarque qu’il faut intégrer une composition avec une fonction affine, c.-d-d.

1 1 1

1
\/4-3.1‘2 5 1 4;p 2 / 3
2

Comme (Arcsin(:c))/ = \/1%7, la fonction Arcsin(z) + C' est une primitive de
obtient

Jimm et on

E Arcsin(é§ a:) +C.

1/ dx B
2 /1_%:62_ 3



d) En utilisant la définition du sinus hyperbolique et une identité remarquable, on a

[ o= [ =g [
ex—l—l e +1 T2 1—1-6“?

2/1—@”3 2(3:—|—e )+C

Exercice 9. (Révisions : suites définies par récurrence)

Considérer la suite (a,) définie par a; := 2 et, pour n > 1,

a)
b)

c)

Sol.:

a)

b)

az +6
e

Qpy1 =

Montrer que 2 < a,, < 3 pour tout n > 1,
Montrer que (a,) est décroissante,

Conclure que (a,) converge et calculer sa limite.

On procede par récurrence. Pourn =1, on a2 < a; = % < 3. Supposons alors que 2 < a, < 3.

On a d’une part que
az+6 _3*+6
an+1 = = 3,

et d’autre part que

Ap+1 = =2,

ce qui montre bien que 2 < a,11 < 3.

On calcule

a, +6 1
Uni1 — G = ——— — a, = +(a2 — 5a, +6) = £ (a, — 3) (a, —2) <0,
° <0 >0

donc (ay,) est décroissante.

Etant minorée (par 2) et décroissante, (a,) converge : limy,_,o a, = {. La valeur de { peut
étre trouvée en prenant n — oo des deuz cotés de lidentité a, 1 = @. Comme api1 — et
a — (2, ( doit satisfaire
?+6

-
Cette derniére a pour solutions {1 = 2 et by = 3. Comme la suite est décroissante, on doit
avoir { < a; = g, la limite est donc £ = 01 = 2.

é:




