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Résumé: Suites de nombres réels

Définitions et résultats.

. Une suite (a,) de nombres réels est une application a : N — R définie pour tout nombre
naturel.

Une suite (a,) est majorée (resp. minorée) s’il existe M € R tel que a,, < M pour tout
n € N (resp. s'il existe m € R tel que a,, > m pour tout n € N).
Une suite (a,) est croissante (resp. décroissante), si a,41 > a, (resp. ani1 < ayp).

. On dit que la suite (a,) est convergente et admet pour limite le nombre | € R, si pour
tout £ > 0 il existe ng € N tel que pour tout nombre naturel n > ng, on a |a, — | <e.
Si la suite est convergente, alors sa limite est unique.

Toute suite convergente est bornée.
Soient (a,) et (b,) deux suites convergentes. Alors
lim (pa, + gb,) = p lim a, + ¢ lim b, pour tout p,q € R.
n—00 n—00 n—00
lim (a, - b,) = <lim an> ( im bn>.
n—00 n—00 n—00
a im a,
lim | =) =22 sib, #0 pour tout n € N et lim b, # 0.
n—oo \ b, lim b, n—00
n—0o0
Théoréme des 2 gendarmes (pour les suites): Soient (a,), (b,), (¢,),n € N, trois suites
telles que (1) il existe k € N tel que Vn > k, a, < b, < ¢, et (2) lim a, = lim ¢, =1 € R.
n—o0 n—oo
Alors la suite (b,) converge et lim b, = [.
n—oo
Si lim a, =1 € R, alors lim |a,| = ||
n—oo n—oo
Si lim |a,| =0, alors lim a, = 0.
n—o0 n—oo
Critere de d’Alembert pour les suites: Soit (a,) une suite telle que a, # 0 Vn € N et
a
lim || = p e R*. Alors si p < 1 la suite (ay) converge vers 0, et si p > 1, la suite
n—oo | QA
(a,) diverge. Si p = 1, le critere ne donne pas d’information sur la convergence de (ay,).
Toute suite croissante et majorée (resp. décroissante et minorée) converge.
On dit que (a,) tend vers +oo (resp. —oo) si pour tout A > 0 il existe ng € N tel
que pour tout n € Nyn > ng, a, > A (resp. a, < —A). On écrit lim a,, = oo (resp.
n—o0
lim a, = —o0).
n—oo
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Toute suite croissante qui n’est pas majorée (resp. décroissante qui n’est pas minorée)
tend vers +oo (resp. —o0).

Soit ag € R et a,11 = g(a,) ou g(x) : R — R est une application. Alors (a,,) est une suite
définie par récurrence.

Siag € R et a,1 = g(a,) est une suite définie par récurrence, telle que g(x) = gz + b,
q # 1, est une fonction linéaire, alors:

Si |g| < 1, la suite (a,) converge vers la limite [ = T
—4q

b
Silgl > 1etag# T la suite (a,) diverge.
—q

Si (z,,) et (b,) sont deux suites telles que 0 < b, < p < 1 pour tout n € N et il existe
[ € R tel que |zp41 — ] < by|x, — 1] pour tout n € N, alors la suite (x,,) converge vers .

Siag € E CR et a1 = g(a,) est la suite définie par récurrence, et g : £ — FE, E C R
est croissante et bornée, alors la suite (a,) converge.

Une sous-suite d'une suite (a,) est une suite & — a,,,, ou k — ny, est une suite strictement
croissante d’entiers naturels.

Si lim a, = [, alors toute sous-suite de (a,) converge aussi vers [.
n—oo

Il existe une sous-suite convergente dans toute suite bornée (Bolzano - Weierstrass).

On dit que (a,) est une suite de Cauchy si pour tout € > 0 il existe ng € N tel que pour
tout couple d’entiers naturels n,m > ng, on a |a, — a,| < e.

Une suite est convergente si et seulement si elle est une suite de Cauchy.

Soit (x,) une suite bornée, est soit

Yn = sup{zg, k > n} et z, = inf{xy, k > n}. Alors la suite (y,) est décroissante et
bornée, et la suite (z,) est croissante et bornée. On définit la limite supérieure et la limite
inférieure de (z,):

lim supz, = lim y,, lim inf z,, = lim z,.
n—oo n—oo n—oo n—oo

Une suite bornée (x,,) converge vers [ € R si et seulement si lim supz, = lim infz, = 1.
n—o0 n—o0



Calcul des limites.

. Solent x, = ap,n? + ...+ ap et y, = bIn? 4 ... + by deux suite polynomiales telles que
a, > 0,0, > 0. Alors:
Tn

lim ( —) =0, si p<gq

n—oo yn
Tn a .

lim [ =) =-2, si p=gq
n—oo \ Yy, bq

. T .

lim (—) = 00, si p>q
n—oo yn

. La suite géométrique (agr™), ag,r € R, converge vers la limite lim aor™ = 0, si |r| < 1,
n—oo

et diverge si |r| > 1.

lim a = 1 pour tout a > 0.

n—oo

1
lim — = 0 pour tout p > 0.

n—oo N

1
. 1§\/1+x§1+§xpourtoutx20.

1
) 1+x§\/1+x§1+§xpourtout -1 <z<0.
. sin(x) < x pour tout z > 0.

sinx
VI =22 < <1 pour tout 0 < z < 1.

T
| (1)
sin [ —
n
1 = 1.

lim
n—oo

n

1 2
Colim o4 /1— (—) =1.
n—oo n

V22

lim pPo_ 0 pour tout p > 0.

n—oo M!

1 n
. lim (1 + —) = e.
n— o0 n

1 n
. lim (1 — —) =e 1
n—oo n

n!

lim — = 0.
n—oo MM
lim /n = 1.

n—oo

k
limn—:OpourtoutkeN,p>1.

n—00 pn



