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Analyse I

Résumé: Séries entieres.

Définitions et résultats.

1. (Série entiere). L’expression
o0
Z ap(z — )"
k=0

ol ay,as,...,xry € R et x est une variable réelle, est dite une série entiere. L’ensemble
D:={zeR:> 2 ar(xr — z0)* converge} est son domaine de convergence.

2. Théoreme (Rayon de convergence).
Soit > p, ax(z — xo)* une série entiere. Alors il existe 7: 0 <7 < oo tel que
— la série converge absolument pour tout x : |z — x| < 7,
— la série diverge pour tout x : |x — xo| > 7.

Alors r est le rayon de convergence de la série entiere S o0 . ax(z — 2o)*. La convergence
k=0
de la série entiere pour x = xg & r doit étre analysée séparément.

3. (Calcul du rayon de convergence).
Soit Y2, ax(z — xo)" une série entiere de rayon de convergence 7.

QR+1
Qg

=1[tel que 0 <[ < o0.

(a) Supposons que a; # 0 pour tout k € N, et que klim
—00

1

Alors r = 7

o~ =

(b) Supposons que klim |ak|1/k =1[tel que 0 <[ < oo. Alors r =
—00

(par convention on suppose que si [ = 0, alors r = +o00, et si [ = 400, alors r = 0. )

Remarque: on peur remplacer lim par lim sup.
k—o0 k—o00

4. (Série de Taylor).
Soit f € C°°(I,R) une fonction indéfiniment dérivable sur un intervalle ouvert I, et
x9 € I. Alors

< (k)
> ! k(|x0_) (& —@0)"
k=0 ’

est la série de Taylor de f au point xg.

Si zg =0, la série
— fP0) 4
2T
k=0

est dite la série de MacLaurin de f.

5. (Primitive d’une fonction définie par une série entiere).
Soit f(z) =Y oo, be(x — 29)* une fonction définie par la série entiere.
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10.

b,

(a) Les deux séries Y oo bp(z — z0)* et Y00, k:——l-l(x

convergence 1.

— 20)*! ont le méme rayon de

(b) Sir >0, alors f(z) = oo, be(x — )" est continue sur |zg — r, 2o + r|.

b
(c) Sir >0, alors F(z) =Y 1, k;——iljl(x — x0)F*1 est la primitive de f(x) sur |zg —
r, zo + 7|, telle que F(zq) = 0.
(Dérivée d'une fonction définie par une série entiere)
Les deux séries Y oo ar(r — x0)* et > oo kar(r — xg ont le méme rayon de con-

vergence 7. Si r > 0, alors f(z) = Y 7o ap(x — zo)* est continiiment dérivable et
f(z) =30 kag(z — x0)* ! sur Jag — r, 2o + 1.

)k—l

Les séries entieres > o ap(z —x0)* et S o0 kar(z — x0)* ! ont le méme rayon, mais pas
k=0 0 k=1 0 )
forcément le méme intervalle de convergence.

Séries de Taylor de quelques fonctions et leurs domaines de
convergence.

k £L‘2 $3 1L'4

=z
.e’”:Z—:1+x+—+—+—+...pourtoutxeR

! 20 30 4l

. In(x) = i (=™ (z — 1)* pour tout = €]0,2].

=k
1n(1+a:):gﬁxk:m—%2+%3—%4+...pourtoutx€]—1,1].
1ixzgxk:1+x+x2+x3+x4+...pourtoutxe]—l,l[.
sm(x)zg(;ki);!x%*l:x %?—l—?—?—%—i—...pour tout x € R.
cos(:c):kio;((;;;fx%—l—z—i—l—z—j—z—?—i-...pourtouth]R.
sinh(x):imx%ﬂzx—kz—j)%—ﬁ—?—l—i—:%—”.pourtouth]R.
Cosh(x)zgﬁ 2k:1+;—?+2—?+2—?+...pourtouthR.
arctan(z) = g%x%ﬂ =z — %3 + %5 - %7 + ... pour tout z € [—1,1].
(l+2)™ = 1+ “m(m—1).. .k(!m — (k- 1))xk _ 1+mx+m(m2— 1)1’2 +m(m — ;?(m —2) 4

k=1
... pour tout x €] — 1,1[, m € R.
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