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Résumé: Nombres complexes.

Définitions et résultats.

1. L’ensemble C des nombres complexes est constitué de couples (z,y) € R? des nombres
réels munis des deux opérations, addition et multiplication:

(1, 91) + (72,92) = (21 + 22, Y1 +¥2), (21, 91) - (2, Y2) = (2122 — Y1Y2, Y12 + T1Yo).

En particulier, 7 = (0,1) € C a la propriété i> = —1. L’ensemble C muni de ces deux
opérations est un corps.

2. Tout nombre complexe z € C a une unique représentation sous la forme cartésienne :
z =+ 1y, x,y € R,
ou x = Re(z) est la partie réelle et y = Im(z) la partie imaginaire de z € C.
3. Tout nombre complexe z # 0 a une unique représentation sous la forme polaire:
z = p(cos ¢ + isin¢) = pe?,

ou p>0et ¢ € R est défini a 2km pres, k € Z. Ici p = |z| est le module,
et ¢ = arg(z) 'argument de z.

4. Si z = pe'® € C, alors z = x + iy, ol
T = pcos ¢, Yy = psin ¢.

5. Siz=ux+iycC,tel que z # 0, alors z = pe'®, ot p = |z| = /22 + 12 et
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6. (Le nombre réciproque). Si z = z + iy = pe'® € C, z # 0, alors le nombre réciproque de

x—1 .
z est le nombre complexe — = 2—:1/2 =19,
z x4ty L

7. (Le nombre conjugué). Si z = z + iy € C, le conjugué de z est par définition le nombre
complexe Z = z — iy. Si z = pe® # 0, alors 7 = pe~*.



10.

11.

D.

(Formule de Moivre). Pour tout p >0, ¢ € Ret n € N*, on a
(p(cos ¢ +isin@))" = p™(cos(ng) + isin(ne))
(pez(b)" _ pneimz)‘

(Racines des nombres complexes). Si w = se'® € C* est un nombre complexe différent de
zéro, alors
. 2km
{reC" : z”:w}:{%e’¢+n , k=0,1,....n—1.}
(Théoreme fondamental de 'algebre). Tout polynome complexe de degré n a n racines
complexes (comptées avec les multiplicités). Autrement dit, tout polyndéme complexe
P(2) = an2" + an_12" 1 + ...+ a1z + ag, tel que a, # 0, s’écrit sous la forme:

P(z)=an(z —21)(z — 22) ... (2 — zp),
ou z1,. ..z, sont des nombres complexes (pas nécessairement distincts).
(Polynomes a coefficients réels). Si z € C est une racine du polynome P(z) a coefficients
réels, alors Z I’est aussi. Tout polynome non-constant a coefficients réels peut étre factorisé
en polynomes a coefficients réels de degrés 1 et 2. En particulier, si w,w ¢ R sont des
racines complexes conjuguée d’un polynome P(z) & coefficients réels, alors le polynéme a

coefficients réels
(z —w)(z —w) = 2* — (2Re(w))z + |w|?

divise P(z).

Formules utiles.

. e = cosy + isiny pour tout y € R.

e =cosw+isinm = —1.

Soient z = pe“z’, z21 = ple“z)1 et 29 = p2€Z¢2 trois nombres complexes différents de zéro.

Alors

(a) 2120 = prpoeil@r1t92) (b) AL P i(ga—eo)
1 = 22 P2
Z —_—

w
(e) Re(z) = Z;Z et Im(z) = z2—iz
Soit ¢ € R. Alors on a
i —ig ip _ ,—i¢
Cosqui, sing = °
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