
Theoreme : Convergence des suites monotones
.
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Toute suite croissante qui est majore converge vers son supremum .

decroissante minore infinrum
"Toute suite croissante

qui n'estpas majorie tend vers + a Siverge
decroissante qui n'est pas minors tend vers - or (diverge

Notation : (anlt(an) est croissante Ano l = sup Ganine

(8r) ↓ <= (bul est decroissante I in
l = lim An

Demi Soit (an) let majoree Alors -C = supSan ,
neIN]

Sno
:

Ol-anE . Puisque (a) = Enznan a

det de

=> Ens no Octane = 11-anlzeliman = C

Soit (an) ↑ pas majorie => FASOFano?A
.

(an)1 = Fur no =

On > Ano > A def lim an = + do
,
(an) divergede lim = 2

Le cas de (an) ↓est similaire. #



L nombre C.
Yn=
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Proposition . Soit (X) : Xo = 1
,
Xu = (i) Fuzl; (2) : Yo = 1

, Yn = 1++ +.+ Enz1

Alors (1) Xn = Xn Unex

(2) Xn25 FnEN3= Flimyn = e =3] = Fen = l= 3.
(3) (yn) ↑ UnEN

en fait ,
l== e.

(4) (Xn)4 VnE/
(a +6)

Demi (17 xo = Yo ; xn = (1+ 4) " = 1 + (i) -h + (2)() +
... (w)(n)"+... (n)()"

() ()"==
=> xn = 1 + (4)(m) + (2)()+ ..

(2)()"+...(2)(a) 1 + + +2 + ... +H = yn Fazt

(2) Yn = 3 :

par
recurrence: VKz1 initialisation : K =1 = 1 Trai

heredite : supposons que tcomide
e

↓It=par recurrent

rappel: (1 +x +x ... x-)= *x + 1
. Soitx=

on a : yn & 1 + ++ ..+

=YnH =3



=(3) yax = 1+ + + y + .. + m +m Yn +( = (yn)4 - 81-

(4)(x) (l+m)-(1 +1)"
*

Moyenne geometrique : moyenne arithmetique
Soient 90 = 1

,
a

,
= 2=.. An = (H)

.
AlorsA

=+((
⑭

Dif lim(1+)e

ecIR-Q
Remarque: limyn = e IDE 33.

4
. 3

,
3

.

4.13

2 = 2
,
7182818284590452353......
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Suites definies par recurrence .
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Soit Xo = a EIR
,
et Xn + 1

=g(x) on g : /R-> 1R une fonction.
Questions :

convergence ; se la suite converge ,

trouver la limite

Proposition (Recurrence lineceire)
.

Soitof
,
anti = gan + 6

,

on g.
beR

.

Alors (1) Si 1911 => (an) converge versliman=
19k1 y = X

(2) Si 191- 1 => (an) diverge saufsi (an) est zene

suite constante
. &........

Demi (1) Supposons (an) converge
=> l'equation y

=g(x)

pour la limite C = gl+b => l=191 y
=gx

+b ·
Convergence : Soit 1911 Una l on a :

-

191 y= X

01 lan+ -ll = /gan+- (ge+1)) = 19119n-el = 192(an--el = X2....
-

-

-
-

-

X,one-
= (g(n + 100 - 1) = 02(am +

- 2) = 19)
+

190 - 1 h I
=>limlan-l=

In+ 19k1
xqxs "x,

O Unite geometrique
O



=> lim (an-l = 0 Any =

gan + b
- 84-

n + x

= lim (an-1) = 0 = liman = l = fh -> *
new

(2) Si 19k 1 ; do+
9
= la suite diverge : Sio-an = Eqne

In + -el = 19t
+

190-1) , 19131 suite geometrique arec= 19131
=> n'est pas borne divergente

lant-el est divergente => Anxi-e) est divergente => (an) est divergente.

(3) q = 1 = Anxi = An + 8 suite arithmstique ; si b +0 = divergente
Si b = 0 = An = do VeI
= liman = do

n - a ↑

(4) a
= 1 = Anx = - An+ b = dy = - 40 +b

,
az = - 4. + 6 = - (a0 + 6) +6 = 4

t
an = - Az + b =

- Go + b = dar = Co
, Azke

= - do + O

Convergente (= Go = -Co + b = Go = E = constante = convergente
Sinon (an) est divergente. #



Proposition Si XotIR
,

Xn + 1
= g(Xn) et g : E + ECIR telleque
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(1) 5 m
.
MER : mag()M ExE

(2) g est croissante : X
.
XLEE : X

, Exc = >g(x, ) 1g(x2)
Alors la Suite (x2) Xn+, =g(x2) est borne et monotone => convergente (Serie 6)

Remarque. Si (2) estremplace par X11X2 =g(X,/g(x) (gest decroissante)
=> alors (Xn) n'est pas monotone ! (mais (Xn) peut fre convergente)
Ex non-lineaire Xn+=5- ,

Xo = 4

L'equation pour la limite : 1 = 5 - = l =52 - 6 =l-51+ 6 = (l- 2)(2- 2) =0

g(x) = 5- 7 croissante => (xn) est monotone
dux candidate : 1= 2

,

1= 3.

Xo = 4
,
X = 5 -= Xo

,
Xz = 5 - 12 = 5- 1- (X)V

7

Minoration
: Soitx > 3 =1 g(x) =5-5-2 =3 Puisque Xo = 43 x3,-

=> Xn > 3 'En EN
< 2=> (xn) est minore par

3 et decroissante
=

·(xn) est convergente.

Puisque (xn) >3neN = limxn =3 .he x



Quelques methodes pouretudier
les suites definies par recurrence .
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(i) Prouver les candidats
pour

la limite en supposant qu'elle existe
Si l'equation n'admet pas de solution la suite diverge

.
(2) Etudier la

convergence : [Faire un graphique
(a) Recurrence linaire : Xnx = qxn + b =

Silg11 lixn=
Si (g) > 1 (x) diverge sauf si Xo =F (suite constante)
Si (g) = 1 (Xn) diverge sauf si (x) est constants.

16) Si Xn+=g(Xn) avec g(x) croissante => la suite est monotone.

Si Xo < X, => (x2)4= essayer
de demontrer

que (xn)
est majore, convergents.

Si Xo > X, => (Xn)V -- (X) est minoree3 =>

(c) Proposition. Si (x2) et (au) deux suites : OLan1 FueN
etFleR : (xn + 1-1) = an(Xn- 1) · Alors (Xn) converge (Serie 5) .

Si(bu) zone Suite : Ocbac1 et In+-elbn(Xn-e) = alors (xn) converge.



Question& La site (an) : do = -1
,
An+=

* : n'est pas
borne

,

limants
2= = 52 1 = 22

B : converge
vers O 52-l = l(52- 1) = 0

2 =0, =5
C : est borne

,

mais diverge g(x)== (1 -3+)
⑪:

converge vers to =>g(x) ↑ sur]- 8
,
-(et]-5,

8)

E : diverge , lim an-o t
dri > O

,

n = 1 = (an)t

(Eu) est minore par5:
Si AndAne =E (l-at)
=>par recurrence

andi21
=> (an) converge ,

>

liman = t
nyx


