
Rappel: Limite dune suite. -59-

Dif Soit (an)ne/ une suite de nombres reels
.

liman = ItEOIE : Inlan-l

Ex
. SoitpeQ ,p > 0. Considerons la suite do = 1

,
an=p

,
121.

Alors lim an =lime = lan-11E

Dim : Soit Es0
.

On Churche not /N:nanon-Ole
↳P(voir Exercise : S : xyXymetxymT

Puisque /N n'est pas torne => JnoEN : not
=> thano on a: na not
=> par la dif

de la limite
, him #

Autrement
,

on pet poser No = Let) + 1 et mont
que dansceas

Anato on a t &.
=Opo



Exercise Vx,yeR : 02X = y = > XMaym et X-ym AmeN
*

-60-

(1) Soient a
,
b

, c
,
deIR : 0ca26 et Dad

.

Alors Ada as

b - az0, 28 = bc - acz0 ; d- 20 et bz0 = db-60 = bdzbeac = bdzac

(2) Si 0 < X = Y => XM1 ym FmEN* par recurrence : m = 1 = X1y Frai.

Supposons X * yn. Alorsy et xyn => X
**

2 yn
+ 1 Frai

=> par recurrence xMz ym Eme
*

(Aussisi x + y => x m < ym).

(3) Si 02X = Y = > Xzym FmeN *. Par contrapose : supposons
xtus ytm

Alors par (2) (x)m > (ym) m ELX > Y ,
contradiction

puisque X*Y
=> xmymfme/* MX

Proposition (unicite de la limite).
Soit (an)ne une suite de nombres reels ,

telle
que

aEIR et 6EIR sont

des limites de (an). Alors a = 6.

IDZ
,

53
.

2
. 4] Si elle existe

,
la limite dune suite est unique .



Inegalite triangulaire. (x+ y | + (x| + |y | #x
, yEIR

- 6 -

Dem : Ex
, yeR on a : x < (x) ef -x = (x) ; y = (y)e + -

y = (y)

Alors Six + y 20 = (x + y) = x+ y = (x| + (y)

Six + y 20 = (x + y) = - x-ya(x| + (y)y = (x+ y(z(x| + (y)

↑
Ex

.

an = fu
,

neN
.

Alors an est divergente.
Par absurd : Supposons qu'il existe la limite

le de (1)" .

Soit2= JnoeI : Enznolan-li

Azn = 1
, azr = -1 EveI = Ek : 2kzno et 2k+12 no on a:

lazn-el = 11-l) = et 192m-2) = 1 - 1 -el =
le

A -5-
2 = (b- 1 + ( -e) [(e - 1 + 1- 1 - e) = + + y = [a](a]
un

- 2

-

- +1
= 2 absurde = (an) = (1)est divergente. 2 #



Proposition. Tou suite convergence est borne.
- 62-

Demi Soit Liman = le et soit E = 1 InoeIN : Enzno

on a kan-1111 Enzno

An
, n2no

As ↓ a, do

> (I 7 , KI (111111
l- 1 2 (t)

Soit S = [10 ,
0

,
92

... Ano-1] ensemble fini de nombres reels.
=> J maxs et mins

=> la suite (an) est majore par max (max S
,

l+1)
/

minore par
min (minS

,
2-1) H

La reciproque de la Proposition est fausse : (1)"= an est borns

par-1 et 1
mais divergente.



~

operations algibriques sur les limits. - 63-

Proposition Soient (an) ef (u) daux suites convergentes . Liman = a
, hmb.-=

Alors :

(1) lim (antbn) = a = b

(2) (an . b) = a . 6 & voir [DZ 53 .
3

.3)

(3)im ()= silimb=

Remarques .
(1) Si Cantbul convergente = Suit (an) et (bu) convergent,

soit (an) et (On) divergent : Ex : an = n
,
On = -U = Anton = 0 When

Si (On) converge, Can + bu) converge => alors (an) converge

an = (an + On) -
On

cone can
converge par Proposition (1)

(2) Cas particulier : Silin(an-An) =0 Soit liman,
soit les deux suites (an) et (bn) divergent.

an = n+ , n= = an-en= 0



(3) FpERR ,

si liman = a
, Alorsimpan =p. .

- 64-
n+ 0

Demi Soit ps0 . Soite>0
IneI : Enanolan-al-* an-a-Epan-pane

=> Ipan-palE Enzno = limpan-a
(4) So it Can On) convergente

.

=> Soit (an) et (6u) convergent: an=i
,

bu =1 anbn =n

=> Soit (an) et (bu) divergent : an = Ev
,

br = (1+ anbr = 1 co
=> Soit une converge ,

l'autre diverge : Un = (n + 1) ,
bu= anfr= conv

Mais si limbn = 6 +0 = (an converge

An=bamb ==Par Proposition (3) (a) conveare

(5) Si liman =O
,

alors la suite (a) est divergente ,
so ele exist

Demi VEsO InoEN : Frano : (an-oElanl*E lat
Soit Ma0

.

On choisit 3==uzno = (n)= = M

=> (n) niest
pas borne => divergente



Proposition. Quotient de deux suites polynomiales .

- 65-

Xn = aphP +.. a ,
n + do

,

GER
, aptO , P, geNY

yn = bqh9+... + b,
n + 60

,
biER bq # 0.

Alors lim ( S
O
Sipcq

, Sip =

q

divergente , sip > 9

Idie : ->
O

-* Svergent-

Z pas bornie

89

Ex
. limlim

linlim = 0

1



-66-

-
Relation dordre

.

Proposition Soient (an) et (8r) deux suites convergentes liman =

a
,Emb=

Supposons que JMoEN: Fnzm. => Anzon
.

Alors a s 6.

Dimi Par absurde
. Supposons que a cb

.

Soita= 0

=>FroeI : Khano : a -Elanzate et 6-Ebnb +E

An nzhr On h2no
a(x +((((((4)(x)

G - E Ch a+E 6-E 6 b+ E

Enzno => an [a +&(16-21 On turn

=> Fuzno > An on

Fn > Mo => an > Or
=> Fnz max (no

,
mo) => San

contradiction
.

=>liman = a z limb
n - 2 #



Theoreme de deux gendarmes pour les suites
-67 -

Soient (an)
,

1bu)
,
(a) trois suites telles que

(1) lim an =lim an
(2) Jkt/N: Fuck => Anton Cu

Alors limbn = l.
n->*

Demi Soit E20 = JotI : Whano on a

- Esanle et-EEC-lzE

Unzk : [An-l C-l I W↳
Enzmax(k

,
no) : - 3 an-lbn-ln-lE

= - E = bn -l = E (nz max (no
,
k)

h

= (bre) < E Enzmax(rock) = par la definition de la limite

limbn = 1.
n -> x #



- 68-

Exemples :
Deux gendarmes -

O

↳im on-
421 = -11c = 1

=>-lime
↓ ↓ par

les 2 gendarmes

-
1
-

(2)himm
1t =V =H

↓ ! par les 2 gendarmes
↓

1 2



Question 7. La suite suivante est divergente :

A.- --↓ ↓
O

8 8

⑬ ↳ n'est pas
borne

= divergente.
↓

cos() = [0,-E-1-
,
1.le dinominateur est arbitraivementproche de zero

pour un nombre infini d'elements de la suite.

C
. n

-

D. ↓ ↓ ↓
O O O

↑ =
"(1)h -

↓ ↓
↓

j O
j


