
Chapitre 2. Suites des nombres reels.
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Exemplesdes suites. Raisonnement par recurrence.

Def Une suite de nombrer reels est une application f:/N-IR
difinie pour fout nombre natural (pour fout nsno/N)

Notation : (an) - suile on an = flu); (auin20 = 200
,
6
, 92 ... 3 ; VaieR

ensemble ordonne
Ex

.
(1) an= 90, 1 ,
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(2) an= St.
, 5 , ....

(3) an = f) [1
,
-1

.
1 - 1

... 3
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(4) fo = 0 . fi = 1 , frez = futfuts Ene Suite de Fibonaccie
definie par recurrence 50

,
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(5) Suite arithmetique An = a . n + 8

,
a
,
beR

,

ato

16) Suite giomitrique an = a . r"
,
a
,
we

,

a = 0
,

r + 0.



Def. Une suite est majors (minorie) sil existe un nombre M (m) rel-51-
fel que and M EneI CanmnEN)

EIR fir
-> ↑

un minorantun majorantOn dit
que
la suite est borne si elle est majores et minoree .

Remarque. Def IXIEX six z0
,

XEIR valeur absolve dex IR
IXEX Six 20

,
XER

(an) est borne= 7 M20 tel que
lan1 = M Vue N

Si Ban : A EneI => M = max(IA), (B1) => lan)-M.

B111 A

Def. Une suite (an) est croissante (strictement croissante) si pour fout new
on a an + 1 = An (An + 1 > An)

Una Suite (an) est decroissante (strictement decroissante) sipour tout nex

on a An
+ 1

= An (an +1 < And

Une Suite est dite (strictement) monotone si elle est (strictement)
croissante on (strictment) decroissante.



Ex
.

(1) An = n strictement croissante : An +-an = n+ ) - n = 1 > 0
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Elle n'est pas majorie : IN n'est pas majore (on a dimontre avant)
Elle est minors par 0.

(2) An = nt strictement decroissante
: ant= an EEN

borne : 01 Ve
(3) An = (1)" pas monotone , Corne : -1Lan11 Ene/

(5) an = a . n + b ; Strictement croissante si as 0, strictement decroissante si a<
any-an = a(n + 1) +b - (an +b) =a)ArchimedeSia > O = #S > OfbeR InEI : an > S-6 Es an+ES

=> (an) n'est pas majorie ; ele est minore par 6 I an FnEI

Siaco = (an) n'est pas minore , elle est majore par 6.

(4) fo = 0
, fi = 1 , futz =futfuts : futz futs =fu 20 Fuel (somme de nombrenaturels

, for 0,F, 20)

(2) nist pas majors[FeA Puisque I nest pas morea
=> la suite (fu) n'estpur majorie.



Raisonnement
par

recurrence. So it P(n) une proposition dependant
- 53-

d'un entier naturel n
,

telle
que

(1) Initialisation : P(no) est vraie
,

et

(2) Heredite : Pourfout nino
,

P(n) implique P(n + 1.
Alors P(n) est raie pour fout- no·

Proposition Ent *, on (fu) est la suite de Fibonacci.
Soit Pluslaff
( L'initialisation : n = 1 : fi-fzfo=-18 = 1 =f** 1 Vrai.

(2) L'heredite
. Supposons que P(n) so it vraie. Considerons P(n+ 1)

fut-fuzifu G . Fun-futzifu = fan (fu + fu-1) - (fu +futi) fr =
= Funfn + futif-frEnfut = -funfn-1) = - (1) + = (1) ?
Par recurrence

,
P(n) est vraie Enz1.

= ( -,)n - 1

#

Remarque. Generalisation de la methode de recurrence : Soit Pla) une proposition
(1) P (nd)

,
P(not) .... Ploth)

,

↓ fixe sont vraies

S
qui dependde neI.

(2) ( P(n)
,
P(a + 1)

,
...

P(n +k)] => P(n + k+ 1) FnanoPlulest vraieEnz no



Demonstrator - l'heredite
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par recurrence :
les dominos

↓
P(no) l'initialisation

Il est impa demontrer les duix parties de l'argument :·lisation et l'heredite

Contre-exemple 1. Hypothese :
"Tout nombre naturel estegal au nombre
naturel instant

.

Heredite : Supposons que P(n) est raie : n = n + 1

Alors en ajoutant 1 a legalite on obtient n + l= n + 2 = P(n + 1) est vraie
Faute : On a oublie finitialisation

,

mais OF1 (axiome de IR)
=> L'hypothese n'a pas ete dimontree

S

ExTrouver la somme de n premier nombres naturele impairs .

S, = 1

Sz = 1 +3 = 4
Hypothese : Su=(A)Sy = 1 + 3 +5 = 9
-

Sy =

1 + 3 + 5 + 7 = 16



Demi par recurrence : (1) Initialisation : deja demontre pour n = 1 ,
2
,
3
,
4
- 55-

(2) Heredite : Supposons que Sn = n2
.

Il fact en diduire que Su+= (n + 1) 2.

SutB +... + (2n - 1 + (2n + 1) = Sn + (2n + 1) = n + (2n + 1) = (n +1) Frai.
Sn

=>> par recurrence , (2k-1) = n2 Fue* #

Contre-exemple 2 . Hypothese , Nous les crayons sont de la mine couleur
(dans n'importe quel ensemble de n21 crayons) .

Dems
(1) Initialisation : u = 1

Dans un ensemble d'un seule crayons
tous les

crayons
sont de la mime conteur

=> P(1)



(2) Heredite : P(n) = P(n + 1)
.

-56-

On
suppose que

fort ensemble de n crayons contientseulement
des

crayons
de la meme couleur

.

Soit 40, c ... Cn + ] un ensemble arbitraire de (n + 1) crayons
Alors SC , c ... En] sont fous de la mime couleur
ensembles
den
- 52 ... Cm] sont tous de la mame concer (supposition) =>

elements meme coulcer
-

E. En Cn + 13 sont de la neme contr
mime couleur => P(n + 1)

.

Par recurrence
,

tour les
crayons sont de la memeouleur

#"

La faute :
L'heredite P(n) = P(u + 1) ne marche

que
pour n = 2

P(1) # P(2) Mais l'initialisation
a ste verifice seulement

-T e heredite
pour P(1).

linitialisation



Def. OnditLimitede switlest convergente et admet pour limite
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le nombre veel CER si pour
tout 230 il existe no /N tel

que
pour fout n2no

,

on a IXn-el &.

Notation
:lim xn=

Remarque· (Xn-llE(L-EXn-l =22 - E = Xn = l + E

fel l+E

Kok
, Ye
'I -XX>
tous les liments de la enite apris Xno

Quel
que

soit E30
,
on pent frujours trouver notIN tel que

tous les elements de la suite (Xn)nzno Capres not be trouve
dans l'intervalle (e-E

,
l+ E].

Def. Une suite
qui

n'est
pas convergente est dite divergente .



Ex
. La Suite (an)

, an=e est convergente,im
- 58-

Demi Soit Ex0. Il faut dimontrer l'existence de not N

tel que
Enzno = 19n-OldE (qui peut dipendre de E)

DancI-0To
Soit no = (2) = Not = (2) +1z

=> Fhz no = h + 1 = Not) a => E

=> pourfout ECO Jno = L)E/N tel que Enano
,

It-0 * 8.
=> par la definition de la limiteim = 0.itementi
prisque N Nest

par Sorr faso no : no
= fano = n t1 = h+ -01E

m = 0

#I



Question 6. La suite suivante est divergente :
34-2" impaire ,

n21

A : an = (- 1)(3"
- 24)

[1
.
-1

,

-1
,
-1 ; 1 ..3 + - 1

Bi On = je ou fu sont de nombres de Fibonacci fuzn-1 at
Vato Inei E es not-1 limba=

C : In = F(son) tan (Sontane
n+

D:
dn = cos(πn -3π) (1)" : 1,1

,

1: 1
,

2, 1, .... divergente

E : En = sin(Th +7) sm(nn + 7+) = 0 : 90, 0, 0... 3 + 0.

EneN wite constant


