
Rappel : L'infimum et le supremum
dun sous-ensemble SCIR.
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Dif
Si SCI

,

S +O et a e IR telque
Si SCIR

,

S #0 et belR est telque

(1)a = x fxS (1) 62xxES

(2) VEso]XeS : X-a]E
(2) Es07xeS : b -X1E

X = a +E X2b-E

Alors a = infS (laborne inferieuredeS) Alors 6 = supS(laborne superieure de S)

X S S X

↓ ↓
x 1) ((((N

6-2 b

Axiome : Mout sous-ensemble non-vide SCIRI Creels positifs) admet une borne inferieure .
R=* = &X > O]

-
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Thi out sous-ensemble non-vide majore SCIR admet un supremam qui est unique
Yout sous-ensemble non-vide minore SCIR admet un infimum qui est unique .

Dim : (a) S < &XER : x>03 =>
par
l'axone FatIR : a = infS.

(6) SCIR : JtER : EXES =xit
,

maist 10.
Si

a S 1 a

↓ * 2 = == (g( //////////
- t = It) -

- t + 1
Soit Se = Ex-tH

, xeS] <I => Par laxione Fa= infS,

Alors a = a , +
+ -1 = infS .

(2) F20 JyeS,: Y-a,&

(1) ExS =A,Xa
=xtS : y = X - t + 1 = x

- t + 1 - a) = x-a - 3
.

(c) SCI : JpeRR : ExeS = X-p. - D
Se

=> SoitSz = SyER : y = -X ,
XeS] /(S1S///AS

=> Sn est minore = (b) s'applique = FinfSz = ac = - ac =a = supS
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Unicite Si infS existe ,
alors il est le plus grand minorant de S

Si sup
Sexiste

,

alors il est le plus petit majorant de S.
En particulier, inf S at supS cont uniques (s'ils existent) .

Idee : par absurd . Supposons que Sest tel que 7 supS
et 6ER : 0 est un majorant de Set 6 < supS.
Soit E=

-6,

=> SupS-Eb = X ExeS (best un majorant)
E

= SupS-E > XXES
~

=> SupS-X > EExES
I (UIII supS

=> contradiction avec la dif de sup S.

=>> Sup S est le plus partitmajorant de S.
Le cas de l'infinum est symetrique #



Notation intervalles. Soit a < 6
,
a
,
6E Intervalles fornes :
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↑

[x + R : a =x = b) = [a
,
6] intervalle firms borne

[xER : a < x163 = Ja , 81 intervalle ouvert forms

ExeR : a < x83 = 19
,
81 intervalle borns ncouvert ni forme

\xE1 : a(x63 = 39, 6] - -

- ⑳ et so : IRUS-8
,
003 = TR la droite rielle acheve

dif : - <X EXERR

Intervalles non-bornes :

& x + IR : x za) = (a
,

+a) ferme

(x + (R : x = 63 = 3 - 0
,
6] ferme

ExtIR : x >3 = Ja
,
+ a) ouvert

IxeR : x (8) = 3-0 , 82 ouvert

R
+

= (0
,

+ 01 = 9x203
,

RR1 = 30
,

+01 = (x > 03

R
-

= j = 0
,
0] = 9x03

,
R * = ) - 0, 01 = (x0]

R
*
= R * URE = (x(R : x + 03



Comment trouver supS , infS pour un sous enemble SCIR donne ? - 27-

Exemples (1) Intervalle Cornis
· Jup]a , 8) = 0 = max (9

,
8)

infJa , 6) = a I
a Ja

,
6].

(2) S = ExIR*: sinx > cosx] · InfS ? SupS ?
X > 0

Sin0 = 0 < 20 = 1 sinx ↑ sur 10
,] continue cosX

smE = 1 > cost = 0 cosx ↓ sur [0, ] continue ↓ ysinx
=

=> entre O ef E sinx devient > coex
4
.

Jinx = caX = > tanx = 1

en unpoint F ↳

CeaX +0)

=> il fant trouver lepluspetit x positif tel que VIIIIIIII
tanx = 1 = X= = infS= E

ein (+ 2ik) = 1 > ce +2ik) = 0 EkeN = S nest pas majore
=

sup Snexistepas



Question 3
.

Soit 5 = ExeR913 : 13.
&

XER* = > 0
. ex

Alors :

⑰ InfA = 0
.

1

........
! 2

B. InfA = e
.

↓
enX

2
.
A rest

pas
minore ↓

----jj
D

. SupA = e.

*
C

5 = J0
,
11 UJe

,

+ [ S

inf's = 0
.

Swiest
pas majore IIIIIIIa "Illakdasdadiss

C



-hm. Propriete d'Archimede Pour fort couple (X
,y) de nombres recls-28-

tel
que

X30 ef y >0 it existe neN
*

tel
que

nx >Y.

Dem : (i) /N n'est pas majore .

NCIR
.

Par aburde : supporous que Nestmajore
=> JxtR : x = pIN ; pourE =-IneI : X -m = =>

=> x <n + z(n + 1 EN = m > supIN aburde =>N n'est
pas majore dam R.T Tu

Sup N (2) Soit * ER+ alors Ine/ : n >y> nx < y XT

Donc IR est un corps
archimedien X > 0

↑hm Q est dense dans IR. Pourtout couple a. 6 : ac6 EIR

it existe un nombre rationnel re Q : a Cr18
. yx= b-930

,

y = 1

Dem: Par la propriete d'Archimede : JnEI+: n(6-a) > 1 => b -a)
= a < a ++ 8 => (na) (na)+

a =a a key hatt

= r = Q et acro (na) <na < (na) + 1
-

partie entiere #



Exercice : Soient rag r
, qEQ .

Alors il existe xeRIQ : rx9 .
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irrationnel

() fx(y
,
X
, yeRJz + RiQ : xz(y) (DZ 31

.

3
. 7]

Ex (3) S = (x)a) = Ja
,
+ 5) : FinfS = a ; supS nexiste pas.

Ex (4) S = (x c Q : x >0et 22x* 19]CIR

Exercise : 02a26 > a 2182 (a particle sixz0, /20 => X -y = 0)
x > 0

SupS = 3 (1)x29(X & 3 Vrai => supS =3
(2) Soit ECO => X =3 ES : SupS-X = 3-3 = 012 Fas0Vrai

infS =& (1)x * 22X * E Frai

(2) Soit Ec0 .

Il faut trouver xS : V < XE' + E

Par le thin de densite de Q dans IR
,

il existe ge Q
: q +E

Soit = min (g , 3) => XES et E x + E Vrai => infS =ri

Remarque . a montre aussi que
le carrs Q ne satisfaitpar laxonie

de la Gorne inference.



Remarque S : infSES , on
dif

que S posside un minimum
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min S = infS dans ce cas.

Si supSES ,
on dif

que posside un maximum ,

maxS = supS dans ce as

Ex4 : maxS = supS = 3 ; infS =#S =S n'apas
de minimum.


