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Rappel: Series entieres Yar(x-xo ,
anEE

,
XR

Proposition Soitark-Xo"une serie entiere de rayon
de
convergence .

(1) Supposons que an +O FreN

Si lim= ave O + 0

,
alors v=

(2) Silimlan
* =

arecO + 0
,

alors=t
F marche cussi avec lineup .

Generalisation de (2) : Criters de Cauchy generalise.

SiXn est une serie numerique telleque limsup1=x com
limeup T > 1 =>X dir.
n = w

Corollaire : pour
les series entiers onsiT netpassorne = div.

SoitTanX-Xo une serie entire
;
alors

1 : limsupitant = 1
,

0211 + 14
sitant n'estpas
bornie

Alors le
rayon

de
convergence r=
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Exemple ax ,

an= nimpair ; an ,

a pai

Trouver le rayon
de

convergence .

limep =lim=== 1. le rayon de convergence
liman nexiste ps

Remarque. Simf=imf)- C'est continue

limm lim * = limline * (nX(=)
he 8

CERR
X+ 2

imxim=
= limn = 1 FLER

.

n -a



56 .
2. Serie de Taylor.
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Soit f: rot-IR une fonction de classe CO(I) (indefiniment dirivable)
,

et XoI.

Alors (x-x est la serie de Taylor def aupoint

Si Xo =0 est la serie de MacLaurin.

2 Questions : (1) 'Trouver le rayon
et le domaine de

convergencede(x-x)"
12) Trouver l'ensemble ECD : f(x)= x-x)

IE est l'ensemble on la serie de Taylor converge vers f(x)
Rappel : f(x)= nest entrex
-

polynome de Taylor
=Ruff)

n =/ ↓ h - 2 ↓ he

f(x)=(x -x +?

((x-X converge versfxR(f)



Ex1
. &x dif converge pour

foutx =D=RE=D =R
-22

Ex2
. f(x) = (nx = f + CO(30,

+x()

f(x) = *
, f(x = -*

,
f"(x) = 3

,
f
*
=- ...f- (x = 1

> Taylor (nx)x = 1=k !(=(x -1)
*

Six-1 =

y = X = y+ 1 = Machaurin (n(hyy = 0=y = y - * + =-+
...

Rayon de
convergence : pour (x-1) *

= 1 == y = 1 = D320, 2)

Six =0 diverge ,
serie harmonise

Six = 2= converge , harmonique alterne
= D = 30

, 2)



(2) E=?/Ru) =

EfficRu(x) =)(x Exerci
: lim = 0 #x

Six =2 =In = 1 - E +5...
19412

On verra plustard que D =E = 30, 2].

Ex 3
. f(x) = Ex = Serie de MacLaurin donnce

par
la serie gionetrique

↓===1x

Ex4
. f(x) = 14x f((

P

(IR)
,
f(x) =2x

, f (x) =-sinx
, f"I-ex,. -

.

f'(0) = 1
, f"(d = 0

, f"(0) = - 1
, f"(0) = 0,....

Man
D = IR
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(2) E =? Cm(Rn()) =Limou =O

= E =D =R

Remarque : Critere de d'Alambert:lim=0

D'une facon similaire Jix=Kx
on frouve :

#xEIR
cosX=

Et aussi : =
einhx=e sinhx=X FxERR

coshx= coshx=



Remarque . Exemple de la serie de Taylor (f) qui converge, mais pas vers
- 224-

/x
la fonction fix).

Soit f(x = C X +O

indifiniment drivable autour de x = 0.
O X = 0

=(d) =limim=lim =

t = k = (=
=> f(a) = 0

f(x)= f( =m
D'une maniere similare on frouve f*10) = 0 Fk20

=> f est de classe C
*

(IR)

=> Naylor (f) x = 0

= 0 fx RR

Alors Taylor (f) x = 0
# f(x) eauf pour X = 0.

D = R ;
E = 903 .
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3
.

Primitive et derive diune fonction definiepar une serie entiere
.

-225-

Dif .

Soit Fintb]-R .

La fonction F : (a
,
6) ->Rest une primitivecontinue

def sur (a ,6) si F(x) = f(x)x Sa
,
8).

Si F
,
(x) et Fz(x) sont deux primitives de fix) sur 19. 6]

,
alors

F, (x) = Fr(x) +↓x (9 .6) on xEIR

Spuisque Fi(x) - Fi(x) = 0 sur Ja
,
b) => F

, (x) - Fz(x) = 2)

Ex
. f(x) = sinx = F(x) = - cox +C

f(x) = (ax = F(x) = sinx + C

f(x) = t => F(x) = (nx + 2
,

x > 0

f(x) = xk = F(x) = y
,
x

**

+2
, 15

f(x) = e
*

= F(x) = 2" + C



↑Theories (1) Les dux series entieres[buxet(x
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out le meme rayon de
convergence

r.

(2) Si r > 0
,
alors fixitbest continue surXor,Xo

(3)Si> 0
,
alors F(x)d (x-xo * est la primitive defx sur)xor, xor an

(DZ ,

58
. 3)

.

telle que
F(x) = 0

.

Corollaire
. Les deux series entires [ar(x" etkar(-x

out le meme rayon
de

convergence. ↑

Si r > 0
,

alors fix difar(x-x* est continument drivable surJor,x
etf(x)= (x-x

Ex.= -1 ,
1). Soitx=

=> t (xX]2Lle rayon
de convergeare

r= 1



Considerons(*(Taylor (lx
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Par le ↑hm
,

la serieentire (x-1 est la primitive
de(x-= et les 2 series ont le meme rayon de convergence = 1

.

F(x) = Gla primitive det) = enx= (x-
*

*x 50
, 2)

t
. g .

F( =0

On a dija vu
que Taylor((x)x = 1 converge vers

In 2
pour

x = 2

=> Donc on a pour f(x) = lux : E = D = 50
, 2]

Finalement :
enx=(x-

,

x]0
, 2)

*=HF(x ,
xE]O2

On note que les domaines de
convergence

de dux series sont differents
dans ce cas

,

mais lesrayons de
convergence sont toujours les memes .



Question 23 Trouver la valeur du parametre a EIR telle
que

la limite LEIR existe et calculer 2.

him(3 +x+ -en3-ax

A
.

a = 1
,

1 = t
bn(3 + x+ x) = (n(3(1 + 5 + )) =

= (n3 + (n(1+ *+) = (n3 + 2u(1+ y)
-⑬. a = 5 ,

C= Y

C
.

a = 1
,
2 = +-D. a = 5

,

d =-

E
.
a = 5

,

d=
-Imax=him =


