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Developpements limits. Formule de Taylor.
Theorime (Formule de Taylor). Soitf : I - Funefonction (n + 1)fois derivable

sur Ifa. Alors EXE I il existe z entrex et a tel que

fa+ f(a)(x-a) + ((a)(x-a)+....+ (x-a)+ (x-a

-

~PolynomedeTaylor
Rathera

Ide : Soit f derivable sur I = ↑AF #X
,

I = Fu entrex et a

tel
que f'(m)=fl ** (x

= a

= f()

(= f(x) - f(a) = f(u)(x -a) = f(x) = f(a) +f(u)(x -a) = Yf(x)(x
=a

=f "(a)

(x-
formula de Taylor dordre

voir (DE 36 . 4]



Ex1
. f(x) = sinx autour de a = 0 ; f(x) =sinx est indifiniment derivable surR 99-

f(x) = cxxf"(x) = -sixf"(x) = - c)xf(x) = snx....
f(d = 1 f"( = 0 fi = -1 f((0) = 0.
Six = X- ... Rent= Rent(x)

Ex2
. f(x) = cax autour de a = 0.

Cox = 1-+... Ren()=+Run(x)

Remarque. La formule de Taylor s'appelle la forma de MacLaurin si a = 0.

Def. (Developpement limits) f : E--Fune fonction difnie an voisinage de x=a
S'il existe de nombres 90

,

9
, ... an tels que FxCE,

X+ a
,
on a

f(x) = an + a, (x- a) + 92(x-a)+... + an(x-a) + (x-a)E(x)
,

on E(x) est wne function telle que ime(x) =0
on dit

que fadmet un developpement limite dordre n autour de x = a
.

CDL)



Ph(x) = ao + a,(x- a) + az(x-a) +.. + an(x-a)" - la partie principale du
- 200-

Ru(x) = (x-a)E(X) - le reste du DL. developpement limite (DL)

Proposition. Si f : E-F admet un developpement limite dordre n
autour de x=a

,

alors celui ci est unique .

Dim : Par absurde Supposons que
f(x) = Go + a, (x- a) + az(x-a)+... + an(x-a) + (x-a) E

,
(x) = limE

,
(x) = 0

X->a
-

f(x) = bo + b, (x -a) + b2(x-a)+... + bu(x -a) + (x-a)Ec(x) : limEx 0
Soit k le plus petit tel que artbr (x -a) -k

Brb)(x+ (am - Gm+1)(x-a)*+... + (a)(E
,
(x) - Ea(x)

(a)k

0br) + (anti-bri)(x
-a) +.... + (x -a)

-

k(E
,
(x) -Ez(x)

x+ab ↓ X - a

0
= Ar-br

=> contradiction = anbu Fr = o
.

-

n = E
, (x) =Es(x)



Corollaire. Soit at I ; f : I- Rune fonction (n +1)fois continument
- 201-

dirivable sur I
.

Alors la formale de Taylor nous fournit le DL
diordre n de la fonctionf autour de x= a

Demi Le reste:(2) de Taylor
= E(X(x-a)" - le reste du DL

It faut verifier que Ex =im
tim(f(hmM =0 mE(x) == on a offenceD

If(n + 1)(u)) < Mur 19, x] on (x, 9)
de f autour de x= c.

↑ fintlest continue our [a,x]
,
(x,a] H

Remarques (1) En fait,, il suffit davoir f n fois derivable sur I

pour avoir f(x) = Pn(X) de Taylor + (x-alE(x) , limE(x =
(2) f : E-- F peut avoir un DL sans que la formula de Taylor

lui soit applicable (Voir DDZ] exemple 6. 4. 9).



Conclusion. Soit f : 1- Fn fois drivable sur I , a,xEI, x +a
- 202-

Alors f(x) = f(a) +f(a)(x-a) + ... + ((x-a) + (x-a)E(x) limE(x) = 0
X- a

Sif est (n + 1) fois drivable sur I, alors

f(x) = f(a) + f((a)(x-a) + ...+(x-a)+E(x-a)+ nentre
aetX

C'est le DL de la fonction f diodre n autour de x= a.
.

Ex. f(x) =ex = f(x) = e x, f((x) = ex
=> f(0) = 1fkeN

U

= 2 = 1 + x+ .....hea



Etude des fonctions.
- 203-

Rappel : Sif : 1 - Fest dirivable sur I
, eff admet un extremum local

en x = c
,
alors f'(d) = 0.

Proposition . (Condition suffisante pour qu'une function aitun extremum local) .

So it f : I-Fune fonction n fois continument dirivable surI
,
on new Est

pair-

-et telle que f'(d
= f"(x) = .

..
= f(n

-

1(d) =0
,
mais f(h)(d) + 0.

Alors sif(c) > 0 = fadmet zn min local en x= c W
SifM(c) < 0 = fadmet un max local en x=c

Demi formule de Taylor d'ordre (n-1) autour de X = c
~ f

f(x) = f(x) +(x-c)+...+x ou estentex
- j -

vo -N

Suppor queffet ane.
=> f()(2) > 0

suffisamment petit de a f(c) est
zn min los

#



Def . f: E-F une function drivable en ac E 204-
Soit ((x) = f(a) +f'(a)(x-a) - la tangente a la point Y(x)0
course x= f(x) en (a

, flai) . d'inflexion
,

f(x)
Considerous P(x)tf(x-f(x) = f(x)-f(a) -f(a)(x-a)
Si P(x) change de signe en x=a

,
alors (a

, fla)
est un point d'inflexion def.

Y(x)0

Proposition . (Condition suffisante pour qu'ane courbe
ait un point d'inflexion) .
Soit F : I-Fune fonction n fois confinument dirirable M(x) > 0

n'est
pas

&surf,onestimate0 unta Y(x))8

->

Alors le point (a, fal est un point dinflexion ↑ (x)30
de f. ↑

point o inflexionDems Formule de Taylor dordre (n-1) autour de x= a Y(x10

f(x) = f(a) + f'(a)(x -a)m+ f((x)
↓ p



f(x) = f(x) + f(a)(x- a) + f((x)(f(x) = f(a) + f(a)(x - a)
- 205-

P(x) = f(x) - ((x) =(f(a)+(x-a) +f((u)-(-a) = fM(m)
= 4(x)=(2) ima designeenx = a) = x = a

-gSoit& 0= fljekO
puisque fillest continue

est un point

dinflexionN
Det. f : I- Fest convexe our I si

pour
fout couple acce I.

le graphique de f(x) se trouve ass dessous de la droite f convexe

passant par (a, f(a) et 16, f(8). f(a) --- .

- ..........
a 6Def . F: I - Fest concave sur I si

pour
fout couple

f. ............
a LbEF

,
le graphique de f(x) se trouve au-dessus

de la droite passantpar (a, flas) et 18, f(01) ·

fla) - --

. fconcave"
a b



Proposition. Soit F : I-F deux fois drivable sur I.
- 206-

Alors fest convexe sur I <= f (x))- O surI> fixiest croissante surI
fest concave surI= f"(x) 10 sur I <=> f'West decroissante surI.

The imm
h

lim-f(x) ko
est convexe f(xh) = == #xth+f(x-h)
sur I

S ↓
S

=> f"(x) =0 &

↑

(20xf(x)estom-surI
↑ ·
-f



Ex
. DL pour f(x) = #x dordre n autou de x=0!

- 207-

Soit IXI1
.

|x() la formule de Taylor...
Exercise : faire par

(Fx)'
,
(ix)"...

um

P(x) XnE(x) 1xk1

x
*
E(x) = Xh

+
+ xn + 2+ .... = X

**( + x+ -
y

.

2

+... ) =y +[xk =Xtx
= XE(x)= = E(x) = Ex

him E(X) = Cm * =0 On a obtenele DL de la fonction
X + 0

f(x) = i autour de x = 0
d'ordren .

#xxx+.. + xn + x . *
-

Pf(x) X E(x)
le reste



Question 21.

La limiteimX-1)
vaut

①. - 4 sinx = X- tx + E , (x)X3
cax = 1 - EX2+ E2(x)X2

B. ex = 1 + x + x + X + E , (x)x

C
. -E lim*t+ E,(x)"-- =

D. O
x-0(X-(x- Ex + Ez(x)x2)(+x+ My+ +E(x)x3 -y-y-)

E
.

n'existe
pas =lime-

-4
(x-x+E

,
(x)x3)2= x* =x*+Ex+ 2x *3, (x) = 25, (x)X *+ E, (x)x*= x2 - 5X*+ Ex)xY

X*. E(x)&, (x) = 0


