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Rappel : fig)'(xo) = f(x)g(x0) +F(xolgixo) Fig desirables en xo

(f)' (x) = +(x)g(xo)-f(x)g'(x) g(x) + 0 au voisinage de xo
(g(xo))2

(gof'(x) = g'(f(xol)-f'(x) & derivable en fix)of derivable en xo

(sinx)' = cax
,
(0x)'= - Sinx

,
Canx)'= Cox 1 (otx)=-xi (x)= nx+, neN

*

sur leurs domaines.



Derive de la fonction recproque .
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Proposition. Soit f : I - Fune function bijective continue ear
I

et derivable en XocI
,

telle que f(x) + 0. Alors la fonction reciproque
f : F - I est derivable en yo = f(x. ) et

15('(yo)= onyof(x) ; Xo =f "Go

Demo Fest continue et bijective sur I => f'est continue et bijective

lim(im(angementdevle,
- Icon =x)=lim

7f(x) +0



Corollaire. Si f : I- F et F : F-Isont deux fonctions reciproques
-179-

continues sur leurs domaines et deniables a l'inferieur
,

alors

pourfout x a l'interieur de F, telque f'(f"(x) + 0, a

(f")'(x) =

j+f) =(((y
= f(x)

Ex
. arcos : (1, 1) - 10,]

,

cax : 10,3+ 51 .
1] ; y

=arcosXX = cosy

carix) = CoTy arcos -Inter -Forarc) -F sur 2-1
,
1[

Siny = #NFcy Ocarce Sinlacos) >0 ilfaut choisir +

Rappel: (
Y)' = l " VxeR

f(x) = 2
* est contruue

, bijectve, monotone o8 7f"(x) = enX :RI-IR
est continue

, bijective, monotone



Ex
. f"(x) = enx ; f(y) = ex
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X > 0

lenx) = /yeuxene**
((nx)) = + +x - 0

Remarque. On peut definit les functions aextra Exe, aso .a+ 1
= y = exena = Cny = x .na)x= logayy
=> (at)' = Ina .

exena
= a . Inc

930
,
a + 1

= (logax) = (=
SoitreR

.

Alors f: RI-IRE f(x) = X&eveux est la fonction puissance
= (x r) = (evenx)) = Ferenx = rx- (sir=n = (xy)= nxn +)

EN



La drive logarithmique . Question : (xX) = ?
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Soit f(x) = fixfo() = f'(x) = ? Fi(xyfz(gen (f, (x)(z(x) fz(x)(n(f, (x)

f, (x) 8

(fixstay'=Leftafikyita
(f, (x)f-(x)= (f, (x) f z(y) -(fz(x).Enf,(x) fi(x) > 8

Supposons que
In f(x) est bien defini

Alors (Inf(x)= Exifix = f(x) = f(x)(2nf(x)
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Ex. f(x) = x*, xx0 = f(x) = ? f(x) =x

fz(x) = XY

** It exlux X0
f(x) = X

**

x
** detex

*
enx

= e(ex(nx) . enx

(xx)) = (e(exenx) -enx) =
= elexenx) . lux(ex(nx . (2nx + 7) - (nx + ex2x . 4) =

C= f(ex(y) . (nxxen((nx + 1nx + 1)=x x((nx + (nx + -)--

xX
*

XX

(exenx)'= ex(X . (xenx)) = ex(nx((nx + *)
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Fonctions hyperboliques
sinh(x)

Def. sinhxe impaire #xEIR

paire EXERR

Rappe=
(sinhx)' = coshx ; (coshx) = sinhx

costix-sintix=22 = 1

coshix-sintix = 1 Exe cash)
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tankxx -

- 1 < tanhx 11
tank X

cothxx
On peut definit des fonctions reciproques :
Argument sinus hyperbolique"... -
Sinh : RR-> 1 => arsinh : IR-IR

bijective y = sinhx=> X= arsinhy Ex
,yeIR

Carcsinhx) = Th = cost y
= arcsinh Costasinhx)

=
cothy

= Fintarsinh) = F
coshy =+sinha prisque hys0 FyER

Carcsinhx)'= VxER

Voir (DE $7.
5
,
7
. 6)



Def f"(x) * (f(x))' denvce d'ordre 2.
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f()(x)det (f(-(x)' derive dordre n
. Notation : f(x)

Ex
. f(x) = X ,

ne
*

= f(x) = nxh+, f"(x) = n(n -1)xy 2 ; f(x) = n !
finn)(x) = 0 Exercise : dimontrer por recurrence.

Def . F: E-Fest n fois dirivable si elle admet une dinvee d'ordren .

Dif. f: E-F est de classe C(E) si elle admet une dinve
d'ordre n qui

est continue sur E
.

n fois continuement desirable "

Ex f(x) = sinx est indefiniment continument derivable sur IR
sinx est de classe ( P(IR)

Polynomes = CO(R)
f(x) = (x) = Co (IR) reulement continue.



Question 19 Soit la fonction f(x)=1
,

x0

Alors fest E p
S

X = 0

A. continument derivable sur IR Ecos4x, x 0

B
.

drivable
,
mais par

continument desivable sur IR

C
.

drivable a gauche , maispas a droite en x =0↓D. drivable a droite, mais pas agauche en x=r => f est continue en x= 0.
*
2

⑦ dirivable a droite et agauche en x = 0, maisn'estTue derivable en x =0

F. n'est pas continue en x = 0 fild=hmm
Y1H

Fg(0)=Imm
=>Ef YI



Propositiontreedeaccrossementfirst E
,
telle
que fadmet un
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extremum local en xo
,

alors f'(xo) =
Dami Soit f(xo) un max local def . Alorsf(x)zf(x) Ex dans un voisinage

de Xo.

zfixd = fa=mo = fg(x) = lim = 0.
X + 0-

T
Remarque .

La reciproque est fausse : f(x) =X5 en xo =0 10

f'(d) = 0 =5xi) =
= 0 mais fix) n'a pas diextremum local en x = 0.

Def. Sif : E + Fest derivable enxo et f(x) = 0 ,
on difque Xo

est un point stationnaire def.
Les point diextrema d'une fonction (1) les points stationnaires : f'(x)=
continue f: (a , 87 +IR sontparmi 12) les points ou f'(x) n'existe pas dans Ja, 6/

les suivants : S (3) les points limite x = a
,
x = 0.



Theorem de Rolle
. Soit a < be eff : (a , 8) -> F

,

telle
que

-187-

(1) f : (9 , 6] -> Fest continue

(2) f est drivable sur Ja . 61 .
(3) f(a) = f(8) .

=> Alors il existe au moins unpoint CESa, b) telque f'( = 0.
Demi (1) Si f : (4 , 6) -> Fest constante f() = 0
=> f(x) =lim0x C

(2) Sif : 19, 63 - F niest pas constante.
"

=> 7 z,
,
7 (a , 6) : f(zi) = minf(x) i f(x) f(x) =0(9

, 87

f(zz) = maxf ; f(z) +f(zz)
[9

,
6]

Puisque fla) = f(6) = au moins un entre z
,

et ze est dans Ja, 6[

Supposons que z , Ja .
82 => f'(z) = 0 parce que fest derivable fur Ja, 6(extremum local etzi est' un.point d'extremum- local

=> on pose c = z , = f'(d) = 0 .

Ce29.8



Ex. Application Thm de Rolle) : So it f : IR-IR une fonction de classe 2
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telle que f(0) = +(4) = 0 etf'(0) =f'(4) =0.

Montrer qu'il existe au moins 2 solutions de l'equation f'(x) = 0 sur 30, 41

(1) f(0) = f(4) , feC* - Rolle applicable = Fc = 30
, 4) : f (d = 0.

(2) 10
,
c] on f'(0 = 0

, f'( = 0 , fEC
*

= Rolle applicable a f' =>
↑

= Fae Jo, c) : f"(a) = 0.
(3) (c

, 43 on f(x) =0
, f'(4) = 0 , f + C* => Rolle applicable i f =>

5834
,
41 : f"(b) = 0 .

Alors il existe a t J0,: f"(a) =0 et be]c, 42 : f(8) = 0
a # 6 prisque a = J0

,
c[ et 6 e 34

,
4)

.

=> il existe an moins 2 solution
de l'equation f"(x) = 0 our J0, 41.


