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Rappel: Theoreme de la valeur intermediaire. Ine fonction continue sur
un intervalle ferme borne atteint son sup, son inf, et toute valeur comprise

entre les deux.

fi(a
,
8] -> IR continue => Fc(minf(x,maxf(x] il existe a moins un x(6] : fx- -=
as b

Grollaire
1

. Soit F : (96]+R une fonction continue , telleque flaf (6)0
Alors it existe an moins un ce]a. b) : f(c) = 0.

Corollaire 2
.

Soit I un intervalle ouvert; f : I-IR function continue strictement
monotone

.

Alors f(l) est un intervalle ouvert.

friest pas monotone
-
.. ------ :f(E)continue friestparFlstrictement

W continue !
-

- mono force

1 Y Y [ i :
I I



Corollaire
.

3. Toute function inutive etme sur un intervalle
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est strictement monotone
Finjecture

pas continue
frontinuef(x) injective
pas injective &

continue

!
Isticke i niesteeone · i

I

Corollaire 4
. Toute fonction bijectre contine sur un intervalle

admet une fonction reciproque qui est continue et strictement monotone
y = f(x) (> x = f "(y)

[Dz , 55.3) X, < X2 <= f(x)< f(x) f Metriclement
Il

11

Fyfy)>y ,

< In



Chapitre 5. Calcul differentiel.
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Functions drivables

Dif. Une function f : E-F est dite denvable en xo-E sil existe

la limite himf(x)
Cette limite est appele la derives de feuxo

,

note f'(xo).
Ex1

. f(x =X Soit XofIR

Imlim (xz)) = 2xFx ER

Ex2
. f(x) = coX. Soit XoER

him -colmcs(X-SnX(X-X
= m-x -=

cas(x - Xo) = 1 -2sin(*)
=

- SinXo

(c(x)" = - sinXXEIR



Exercise : (x)' = 3x2 #XeIR
,
(snx)'= cax #xEIR a partic de la dif.
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Remarque. Si f est derivable en x = xo ,

on peut scrive

f(x) = f(x) + f(x)(x
- xo) + r(x) o r(x) f(x) -f(x) - f'(xd)(x-Xo)

Alors r() est telle quemm f(x) =
f(xd

=> "Toute fonction drivable en x = Xo admet une presentation
f(x) = f(x) + a . (x -Xo) +r(x) onm = 0. difrihinjectaEIR

Dans ce car on dif que fest differentiable en Xo.
Y

Reciproquement ,
si f(x) =f(x)+ a(x-Xo) + r(x) , t .g . &* = O

,

alors

im+ (x-X) +(x) -x)= = a = f(x) .
Alors fest differentiable enX =X. E2 Fest dirivable en x =X.

*

Iff(x) = a.

Fonction derive : Sif : E+ F est derivable sur un ensemble DFFICE,
alors on definit la fonction dervee : f :D(f)--IR

x + f(x)



f(x) f'(x)
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casX - Sin X

Sin X cos X

X2 2x

Xm nX" +
,

ne N
*

Interpretation geometrique de fl f(x)
= la

peamest la pente de la tanea de la droite parsant
a la courte y

= f(x) an point par (Xo , f(x) et
(x , f(x) (x

, f(x)
->Equation de la tangente droife tangente

y - f(x) = f(x)(X -Xo)
la courbe

y
= f(x)

y = f(x) + f(x)(x-Xo)
en X= Xo

[
X X



↑

Proposition. The fonction dirvable enx= Xo est continue enx =X
-17) -

Demi hmf(x)= (f(x) + (fx-f()= (f(x)+(x)) = f(x)
↳ O ·

La reciproque est fausse :
- Yf(x) -IR

Ex
. f(x) = (x) est continue en x = 0.

Em(x =m = 0 ;lim(x = lim.
f(x) = (x)

=> limf(x) = f(0)
Mais la dinvee def en x =0 nexiste pas.

Def La derive a droite : ↳
Fa'(x)de in fald =m

La derive a gauche : SFill
fj(xdhi(-f(x) -Flofg (0)X-Xo

Jf'(xd) (> J fakol
,
F fig(xo) et fixe = Fd(xo) · =>misteeente pas



Remarque. On peut introduire la derive infinit
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siimd
= =

X- Xo

If n'est pas dirivable en x = Xo)
Dans ce cas le graphique def admet une tangenteverticale en Xo.

Ex
. f(x =C

Fd(0) =limim y tangente
verticale

enx = 0

Fl=limim f(x)

y =
-X

= f(0) = + a



Operations algebriques sur les derives. Scient fig : E -> F deux fonctions
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derivables en X = Xo

Alors : (1) (f +Bg)'(xo) = 2 f'(x) +g(o) VOBER
(2) (fog) ' (xo) = f(x) -g(x) + f(x) -g"(x)
13) (g) (x)=xdg(xo)- g(x) f(X) sig(X) + 0 an voisinage dexo .

g(xo)
Demi (1) exercise (voir (DZ])
On va dimontrer (g)(x) =- (g(x) +0) Alors (2) = (3)

(g)a =limm=
x
-g(x) ↳1

(2) (fg)'(x) = lim-f(xg(x0) = limfx(y(x)
-f(x)g(x) +f(x)g(x) -f(xo(g(x)

g2(x

X-Xo X- Xo X+ Xo X-Xo

=] = f(xg(x) + f(xg(x).



-174-Ex1
. f(x) = X ,

neN
*

= (x)) = nX + ExEIR
SDemi par recurrence :

Ancrage : n = 1 (x))=Lin = 1 VX(R = (x)) = 1 VxEIR

Heredite : Supposers que (X) = n . Xh +pour ne
*

#xEIR.
I

Considerous (xn +) = (x *x)x - x + X 1 = n . X+ X = (n + 1)X !

Alors par recurrence ,

la proposition (xr) = nXVest vraie FnEIN!FxER.
E

Ex2
. f(x) = tanx ==> par la propriete (3) on a

(tanx)=coxoxsmxx-mxXx :

XED(tan)
.

Canx)' = Coex sur con domaine de definition.



-Proposition Derive de la fonction compose des deux fonctions drivables.
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f : E- F disivable en X=XoEE, g :GH dirivable enfix)
, flE)cG

Alors = (gof)'(x) = g(f(xd) : f'(x)

Demitim-g(fxX-Xof
f(x) -f(x)

(0 = glf(x) .F Sif(x) =f(x)
-8

=limg(f(x) = g(fx-f #I

(gof)'(x) = g'(f(x)) -f'(x)



La dirivee de f(x = ex
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f(x) =I
(e*) = e * (xIR

x + X0- 1

=> f(x) =2 est drivable sur IR => f(x) est continue sur R
liml" = O

,

lime" = + x ; F: /Rntrue - J
X- - - X->+

intervalle ouvert.
=> F : IR -> J0, + 0(surjective, injective => bijective.

Ex 3
. f(x) = e2x

+3mx

= f(x) = 22x
+ex

. (2x+ emx)) = e2x
+

ex(4x +2x)

Ex4
. g(x)= = g(x) =1-(exe-T



Question 18 Soit F(x) = sin(fsnjeeinx)
Alors f'Iit) vant

A .

cos(elint) . cost

B. -cos(elin1) . esintcos1

2
.

esin(esint) . cos(esin1)

D
.

-cos(esinsesint) . esint . cos1

E
.

esin(eit) sint . cost

f(x = c(esin(e) ·encoreSeneca


