
Rappel : 34.

4. Functions continues.
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Def Une fonction f: E-Feetcontinue en unpoint
XotE si limf(x) = fix

3 condition de f(x) existe -
continuite def limf(x) EIR existe

en X = Xo X+ XoSf(x) = f(x

outpolynome ,

toute fonction rationnelle, sinx, cosx, "*', e", lux,

tan
,
cotx

sont continues sur burs domaines .

Critere de Cauchy pour les fonctions continues .

- : E-F definie au voisinage de X = Xo et en Xo Alors fest continue
enX = X . <=) #E075 > 0 : FX

,XzEEXE : /X-Xolze]
,

on a If(x)-f(x2)) 8.
si et seulementsi
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Dim : (=) -30780 : Ex : (x-xo 15 => If(x) -f(x)) - : Ex,, X2 : /x -Yoko

#2-Xl5

If(x , ) - f(x)) = (f(x,) - f(x) +f(x) -f(x2)) = (f(x,) - f(x)) + (f(xo) -f(x2)) = E + E = E.

(5) 3507530 : EX : SXE : IX-XokE] on a If(x)-f(x))Elmf(x =fx
-

IXo-Xol =02

#

Def F: E-F est dite continu adroite (agauche) enxotE si
lim f(x) =f(x)) Creep.limf(x =f(x)X-> Xot

continuea droite continue a gauche

Remarque · F set continue en x=Xo elle est continue agauche et a droite
en Xo

Ex
· f(x) = Sex

+ 1
,

x0 Etudier la continuits de fenx = 0.

x ,

x
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&im f(x =im(2x+ ) = 1

2x+/

Pf = Mir *=1)fronts
= f(x) est continue en X = 0.

Ex
g(x) = 2x + 1

,
x > 0

S 2
,

x = 0

·

2x+ /

E ,

X0 g(x)

im g(x)=mg(x =1= n n'estpas
continue

&

enX = 0

Mais g(0) = 2 = hm g(x) =g n'est
pas
contine

en X = 0



Operations our les functions continues.
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Si fety sont continues en x = Xo
,

alors

(1) If +jg
est continue en x = Xo VaREIR

12) fog est continue en X = Xo

(3) Eg est continue en x = Xo si g(x) + 0

(4) Si fiE - F et
g

: G + H
, flE) <G , effestcontrue enxotE

g
est continue en fixe G .

Alors (gof) est continue en Xo.

Ex
. f(x)=

ein(+)+5 est continue sur R.
X* +3

Remargues (gof) est continue enX=Xo*) f continue en Xo

g
continue en f(x)

g(x) =[Ex
· f(x = SIX

m

GHIE
n'est

pas continue
en Xo = 0 enx= -1 =f(0)

O -"I
-1



Prolongement par continuite d'une fonction en unpoint.
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Def. Soit F: E--Fune fonction telle que cE (f n'estpas definie en x=)
etlimf(x) R existe .

Alors la fonction : EUc-R

J(x(f(x) ,
x E

Emf(x) ,
X = c.

estappelleprgementaronhmtdifauprint ex = c

Ex1
. f(x) = x sn*; D(f) = 1190] = IR" etmxsin()

=> le prolongementpar continuite

F( = (n
- St

,

x + 0
= Fest continue our IR

0
,

X = 0



Question 17. Soit f : J-3 ,
1(U]1 ,

51 - 1 define par

f(x)=ex-
Alors & admet le prolrgement par continuite en Xo = 1 et

A
. J(1) = E

x2 + 2x - 3 = (x - 1)(x +3)

B. (1) =
x - 2x + 1 = (x - 1)2

C
. f nadmet pas

de prolongement en xo = 1
= (x-1)(x+3)

D. f(1) = 2 im
E

. (1) = 1

->
4

=im = 2.(2

- -
x+141 Y2 +2



34 .
5. Functions continues se un intervalle
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Dif. Une fonction f: I -> Foir Fest un intervalle ouvert non-vide

est continue sur I sif est continue en toutpointxI.

f:(96] - F est continue sur 19, 6) si elle est continue surJ
>

Ex
. fatimgaudbetdrate

ouvert

sur 3-1
.

51
,
sur (-5

, -2)

"Theoreme Soit acbeR et f : (9, 6] -> Fune fonction continue
sur l'intervalle ferme et borne 19 .

6). Alors f atteint
son infimum et sonsupremum sur (a

, b) (E)] maxfix) et Fminf[ab]
Etapes de demonstration : (1) Soit m = inff(x) sil existe

,
on m =-

Alors ](n)[9 .8] :himf()
(2) (n) est Corne => Par Bolzano- Neierstrass June sons-suite (nj) < (u) convergente·

=> Fo
=n (n; (a ,

8]

(3) Fest continue =imf(j) =f
x

=meIR est le minimum [Voir DE 55.

3
. 21]

If(c) = m de f(x) sur (9 .
b].
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Remarques (1) Thm : Une fonction continue sur sin intervalle forme borne atteint son infi
con sup

O f(x) = 22 -xXff11] f(x) = ( *, x 20
, 1]

11
,

X = 0

f : E1
. 1] -> IR n'est

pas continue 5 : 10 ,
1) ->1 n'est

pas
continue

J ↓

supf(x) = 2 mais la fonction Supf(x) n'existe pas
#1

,
1] 10, 1]
n'atteint pas son sup

&
*

(2) "Thi : Une function continue sur un intervalle ferme borne atteint con sup
et inf.

f(x) = 2 - x2 : j- 1
,
1)- R f(x) = y : j0 . 1) -- IR

intervalle vert intervalle Semi-ouvert

g inff(x) = 1
,

mais eupflx nexiste pasJ-1 , 16 30, 1]

la fonction n'atteint pas
son inf

T



Theoreme de la valuur intermediaire (TVI)
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Soit a < 6 ER
, f: 19

, 63 + IR are function continue· Alors fatteint
son sup,

son inf et toute valeur comprise entre les deux.

f((a, 6)) = (inf(x,maf(x)] IDES532

En particulier, f atteint toute valeur comprise entre flal et f(8)
↑hm : Ec - (minf(x) ,maxf] Jau moins unx :f=

E(9
,6)

Ex1
. & Ex 2

.

valeurs
-

>maxf)
def f(x, ) = f(xz) = C

Cur (9
,
8]

.

f(x) = c maxf(x...... ----------- valurs
c - defS · a

C -

·

-

i 3wr

! ↑ [a
,6]

G Yo b i
X, Xz i

-whf(x-- F-minf(x) --
--

-=



Corollaire
1

. So it a <Ge etf : (c .
6] +IR are function continue
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telle
que f(a) . f(b) <0 ·

Alors it existe an moins unpointcla ,
bl : f(c) = 0.

Ex1 Demonter que l'equation sinx+i = 0 posside ar moins
dux solutions sur 10,).

(1) f(x) = sinxt test continue our 10 , it)
, quiest forms of borne

=> Par TV I-

f(0) = 10++ == 0 => f(d ·f(E)20 = 7 au moins

un X
,
= Jo, [t . q. f(x) = 0.

f(i) = sini+= 0
=> f() .f() 20 = J au moins

f() = c+y = 1+438 & um xzEJET t
. g . f(x2) = 0

-

- X, Xz

=> 7 au moins 2 solutions differentes de l'equation smx+x = 0

our 50,iT



Ex2 cax = tanx· Demontrer wit existe au mains une solution sur 10
, ]

.
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f(x) = cox-taux est continue our 10.3 - ferme ,

borns

f(0) = caso-tand = 10

&fl = -tan = E -10
=7x]7 : f(x) = 0.

On peut resoudre cette equation : casx= cosx = sinx=>

1-Sirx = Jinx = Jinx + 1nx - 1 = 0

sinx= Jinx= puisque (snx1

()()= 1 = 1x = t on Y= nombre dor !

=142 = 4+ 1 . Triangle de Kepler: sinx = -
1

=> Six = y = X = 380

Pr Pyramide de Kleops



↳e nombre dor Y=
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Def:
A
11 Y le nombre dor

#=
Proposition. So it fo = 0

, fi = 1
, futz =futfuts - les nombres de Fibonacci .

Alors Lim = Y

Demi Supposes que
la limite existe=

↓ -

C = + !
Convergence de la Suite (f) = 2 = l+ 1

,

130 + 1= 7
.

Exercice* (1) fr-fn fut = (1)
+ En > 1 par recurrence

(2) =-+3 par recurrent

T

(3) la serie alterna convergepar
le critere de Leibnitz.



La limitehm = Y implique, entre autese
- 165-

la propriete dian ananas diavoir pour
le nombre du spirates

gauches et droites deux nombres de Fibonacci consecutifs.
(Plus dinformation
suivant le liem

nombre-d-or

eur Moodle,
voir Phyllotaxie).

Dans ce cas Aspirate rouges = 13

# spircles blanches = S


