
Limitedune fonction - 122-
S

Def Une fonction F: E-s F est definie au voisinage de XoEIR s'il existe 50

tel que
EXEIR : 0 < /x-xoK5]CE

Remarque f n'est pas forcement definie en Xo.

Ex
. F(x = A est difinie au voisinage

de Xo = 0
,
mais pas en X

=

=0

Def. Une function F. E- F definie au voisinage
de Xo admetpour

limite

le nombre veel l lorsque Xtend vers Xo si pour
tout 230 7>0

tel
que pour

foutXCE : 0 < /X-Xo135
,

on a If(x)-1/*E .

Notation: lim fix)=
Pour tout 20 il existe 530 tel

que
pourfout x oproche de xo (sauf peut-etrex= xo)

Fon a f(x) E-proche de 1. e-

Xo Xo Xot O



Ex
. f(x = 3x-1 Xo = 1 Onva demontrer que (3x-1) = 2
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SoitE > O
.

It fact trouver 50 telque s: 0 < /x-1125= Ifix-21 = E

( f(x) - 2) = (3x - 1 - 2) = (3x - 3) = 3(x- 1 - 1 E => Sir= =

on peut controlea
* on went

Ex : (x- 118 =E on a : Bx -3) =f(x) -2) 3 . 8 = E.

Pour fout 230 on a troue U = & tel que #X : (x-1115= If(x)- 21-E .
Alors par

la dif de la limitelmf(x) = 2.

Ex
. lim = No #x0

.

Soit Ex0
.

on cherche 800 : 0s-XIN-Mike
X -> Xo m

It-vol = 11 : puisque 0=>
onvent

Simpose W = E: = /-:/*E
| X-Xol5 = Eo

Si /X-Xol = EN =/ E-: -
=> tim' = Ko

.

X- Xo



Proposition Caracterisation de la limite diune function a partir des swite.
124-

Soitf : E+Flimf(x==>
Pour toute suite (an)cEXE

, xX
telle
queliman = Xo

,
onalimfan--=

P Q
Demi P=Q

.
#Exo = 750 : Ex : 0c(x-*** (f(x) -el=2

Soit (an)Xo ·

AnEXFnot: Fenian t mime o

=> Fresno If(an)-2)gdhiflan) = l.

Q => P
. par contrapose. ~P= -Q

7E30 : F5OJx : 0cK-Xol-5 et/f(x- 11 >E. (negation dep).
On va construirezne site (an) :Can = Xo

,
mais himflan) + & (negation de Q)C

JEx0 fixe Soit 8 = 1 = Ja, E : 04/a , -Xo11et(f(a-el > E
5= = JazEE : 0< /92-Xol =E et (f(az) = 2) > E

= JantE: Olan-olet Iflan)-lkE
=> la suite (an) : 0 kn-Xolmn-Xan = X

mais If(an)-ll > E Ene=Eimflan# Q
#



Remarque .
Il est important d'avoir lapropriete Q pour toute suite convergente vers Xo
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Ex
. f(x) = 9) ,Xe f(x) nexiste pas ,

mai-

mf( = 1

Corollaire. Soit f : E-F definie au voisinage
de Xo.

Supposons que pour
toute suite (an)c EvExon

,

telle
que liman = x, ,

la Suite (flan) converge· Alorslimf(x) existe
Ide : Deux suites (an)et(bn) : Liman = himba = Xo

,

et Flimfan)mfn+ h- *

-
Supposons .

Soit(Canden EnlimCn = X ; Cmf) = hmfal-

limef(Canti) = emf(8a) ="e

=>limf(cn) nexiste pasa contradiction

caracterisation
=> Alorslimf(an =lif Imf(x) exist

par le suite
#



Ex
. f(x) = XP

, peN
*

- limXP = X. ExoEIR
.

- 126-

X+ Xo

Soit (Xn)to one swilebitraire convergente vers Xo
,

Xn#X Ene/

Soit an = Xn-Xo AnEN => Liman =lim(xn-x)=

himf(x) =imf(x +a) ((((((G) =X
50

= par la caracterisation new >p

limX" = X
.

P

X->Xo

Proposition. Simf(x = 2
,
et limf(x = 2

,

alors l

Junicit de la limita

Dem : pour
les suites (an) convergentes vers Xo

,
onalimiflan) = e,

et lim flant = la = par l'uicite de la limite disne suite
h->

on a l = b



Proposition. Critere de Cauchy pour les fonctions.
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Flimf(x)E FErOJEO : ExXEEXE : OLIxo]ona

If(x) - f(xz)) + 2
Voir DZ $5 . 28

. => directe A

E caracterisation a partir des suites

Proposition Operations algebriques sur les limites
F : E- IR

, g
: E- > IR telles

que limf(x) = l,IR
. ling( = 12 EIR.

*-> Xo X->Xo

Alors : (11 lim (df(x)-g(x)) = al +Bl
X -> Xo

(2) Xim (f(xg(x)) = Lil

(3) Lim (g) = E sil + 0, g(x) + 0 au voisinage de Xo
.

&

Dem : par
la caracterisation a partir des suites.



=> Pourfout polynome ef toute fonction rationnelle , f(x) = f(x)
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pour tout Xo ERR sauf le zeros du denominateur de fix .

(Puisque on a dimontre limx" = XoP UpeIN*, ExeR ;
X-> Xo

operations algbriques => on obtient le limite des functions rationnelles
.)

Ex limE
= E = - 1

Theorems des 2gendarmes pour les fonctions.
Soient figih : E-F tells

que
(17 himf(x) =im gx g(x)

6740 : Exe :Oct e
**

on a f(x) = h(x) = g(x)
=> Alors limh(x) = xin" h(x)
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liman = XoDemi Soit (aule(x + EvXo13

,
new

=> FMEN : Fram = lan-Xol12X le meme s que dans les conditions

flan) = h(an) = g(an) Fuzm

Prisque limf(x)=limg(x) = C on a

par
la caracterisationin

Timf(an) =hmglan)- =
=> Par les 2 gendarmes pour les suites

f(au) = hcan) = glan) = timhan) = 2
na

G ↓ ↓
C C C

=> Par la caracterisation a partir des site limhix) = e
X-Xe

E



Ex
.

1 Soit g : R+ IR one fonction telle que limg(x = 0.
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Alorsim Ng1

Astuce : Sita-1 = 1-It) - /1 +Et

()NE NETH = 11+Et

(2) [20 = 1 - It) = 1 - t 11 Nt

-kt(0 = 1 - (t) = 1 + t - Met <e X+Rtet < X+ (E) t(bt) 10

=> 1 - It) HE Ft : +z-1.
To Zo

Prisque Gmg(x) = 0 = 750 : s: (x5= (g())11 => g(x)z -

1

.

=- - (g(x)) - N+g = (1 + Eg(x)
=> Par les 2 gendarmes

no ↓ x+ 0

him Nig= 1
1 1

X- 0



Ex 2
. tim xcos f(x) = X2 cos(*) n'est

pas difinie en x = 0,
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mais elle est difnis au voisinage de x= 0.

- 1 = c(k) - 1 -
0

- X = X c(t)[X

↓ X+ 0 (- 0
O

O

=>

par
les 2 gendarmes hmxc

f(x)
=
cost f(x) = x2 cos(*)



Question 13 La limitem
A vant

ONint = OXoXE

B
.

vant 3 ↓ ↓ ↓-0

8 8

C
.

vant t = x) +3 3

D
.

vant O 11
, 2x0

T n'existe pas
Fo) + 2x2 peutetre arbibairementpetit!

Soit xn= = f(x) =
Frontin+3

himXn =0 F +22)d

=a
* I

G

Par la caracterisation a partir des site, f(x) nexiste pas


