
Chapitre 4. Functions reelles.
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54.
1

. Definitions et proprietes de base.

Dif The fonction f : E -- F ,

on E
,
FcR

est une application qui donne pour
tout element

XED(f) = E un element y = f(x) EF f(x) = (x-3)2
D(f) -domainede definition (= El
f(D)-ensemble image CF l'ensemble d'arrive

Notation X - > f(x)

Def Le graphique de f: E->Fest l'ensemble
des points sur le plan IR2 avec les coordonnes (x

, f(x)

Remarque Si la fonction est donnee
par une formule, alors DIf)

est le plus grand sous-ensemble de Ron l'expression f(x) est bien difinie
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Propriates de base
.

(1) f est (strictment) croissante sur D(f) si

#X
,
XE D(f) : x, <x2 => f(x) = f(x)

f(x, ) < f(x)
E

Notation fcroissante : f(x) ↑ croissante ex

(2) f est (strictement) decroissante sur DIf) si
fx
,X fD(f) = x, (xz = f(x,)- f(x2)

f(x,> f(x)
-

Notationfdecroissante : f(x)↓ dicroissante

I
13) Sif est (strictement) croissante surD(f) on #
lestrictement) decroissante surD(f) , alors elle est *
(strictement) monotone sur D(f)
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(4) - est paire si

D(f) estcymitique : xc D(f)=-xD(f)

et f(- x) = f(x) fxD(f)

function f(x) =X-

paire
D(f) = IR

(5) f est impaire si

D(f) estcymitique : xc D(f)=-xD(f)

et f(-x) = -f(x)(xcD()) f(x) = 1inX

function D(f) =R
impaire



(6) f : E - F est periodique s'il existe PERtel
que

-107-

ExtE = X = PEE et f(x= P) = f(x) VxE .

P s'appelle une periode de f.. Alors EnP
,
net] sont desperiodes

S : f est periodique = XtE => X +PEE FnEX => Enest
par

borne

Souvent il est possible de trouver la pluspetile periode : PC O tel
que

SMP
,
neX

*] contient l'ensemble de toutes les perioder de f.
Ex

. f(x) = SinX ,

xEIR cos2x= cox-sivix = 1-2sinx
↑

bintx=
Cox est In-periodique => ces2x est in- periodique
la plus petite periode de snix est it

CosX

Y((1- cas2x) =
= In2x

-
- cos2X

P =T
I



Ex
. f(x) =S D(t)= IR

rationnel rahnel
=
ratne

-108-

f(x + P) = f(x) ExER FPEQ
irrationnel + rationnel = irrationnel

P X+ Df est periodique , mais elle n'admetpar de pluspetite periode.
(7) f : E - F est majore Minorte sur ACE si l'ensemble

f(A) < R est majore (more).
Si f(x) est a la fois minoree et majore sur A ,

alors elle est

borne sur A.
<=> JMER" : If WxeAE M .

(3) Corne superieureSpf(x) det Sup(f(x , xA]
Corne inferieure f(x) Inf(f(x), xH]

Ex
. f:[ -R , f(x) = x* + 3 = f(x) est fornce our A

A # f(A) x f(A)
Supf(x) = Sup+ 3 ,x1 =4 = Infx+,x1]



19) Maximum et minimum local dune fonction .
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f: E-F ,

Xo-E
.

Alorsf admet un max (min) Local anpoint Xo
Sil existe 530 tel

que pour
tout xD(f) et tele que (x-Xo)

=5,

on a f(x) = f(x) (f(x)[f(x) D(f) 1(x0-5
, Xo+O]

5N

.....max loada
10) Maximum et minimum global diune fonction
Soit F : E-F et M (m) c [f( ,

xE3 =f(E) , tel que
EXEE on a fixeM (f(x) =m)

Alors M est le maximum global (m est le minimum global) def sur E .

Si f(x) = M

fixo) = m

= on dif que
la fonction atteintsona globalsur

-

anpointXo



Remarque . (1) Si maxf(x) (minf(x) exist =
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XEE

fest majorie (minorce) sur E et supf(x) = maxfix) (f(x) =fXE E

(2) Une fonction Gorne sur E n'atteint pas forcement son min ou max sur E
# f(x) = X2+ 3 sur E = J0

, 12 est forne
,
mais elle n'atteint nison min,

hi son max fur E.

(11) Functionf: E--Fest surjective
SiyeF il existe an moins un x E telque f(x) =Y.

(12) Fonction f : E--Fest injective
Si XyeF il existe au plus unxE tel que f(x =Y

(=) f(x,) = f(x) ,

X
,
XtE = X

,
= Xz)

.

Remarque Si f : E-F n'est pus injective il fant reduire l'ensemble de depart E
Sif: E -> Friest pas erjective => it fact require l'ensemble d'arrive F.

(13) Si F : E--Fest la fois injective et surjective , alors elle est bijective.
FycF E exactement un xE fel que f(x) =Y.



(14) Sif : E -> Fest bijective , on pent definit la fonction reciproque-III-
par

la formale y = f(x), xE(> X =f(y), yeF
Ex

. f(x) = cosx: 1R+ (1 , 1] n'est pas injective
Elle est bijectivesur 10, 13 -> 1

,
1].

Par convention, on choisit les domaines y
f(x) = cx

suivants
pour definit les functions

trigonometriques reciproques : &
sinx : (-E , E] -> [1 ,

1] arcsinx : (1
, 17 -E]
&

jective
cas X : 10

,
it] -> (1 , 13 - arcos .x : (-1 , 1] -> 10, it]

tanx : JEl-> IR -> arctanx : R -> J. EL
tanx = A

cotX : J0 , i -- R + arccotX :R -> Jo, / cotx=my
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t
⑭ tan

j
f"(x) = cerasinx

f"(x) = arcos X

7 y
=X X

f"(x)

x=Y

f(x)

· X

Les graphiques des fonctions reciproque
sont symetriquespar rapport a la

droite y = X.
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(15) Composition des fonctions. Soit f: E-Fetg : G-H
,
E
,
F
,
G
,
HCIR

Supposons f(E) < G => On definit la fonction composes
gof(x) =g(f(x) : E + H

Supposons &(G) <E => On difinit la forchon compose
fog(x) = f(g(x)) : 6 -- F .

Ex
. f(x) = casX : 1R - (1

,
1) et g(x)=+3 : /R - 15 + 0 [

fog(x) = f(g(x) =f(x+3) = cos(5) : IR - (1
, 1)

gof(x) = g(f(x) =g(cex) =x : IR- [5
,
2] urjecture

Remarque Si F : E --F bijective => If "reciproque, f" : F-> E
f(y) = x(= f(x) = Y ExE

, FyfF

Alors fof(x) = f"(f(x) = f "(y) = x = fof(x) = x fxE

fof"(y) = f(f(y) = f(x) = y = fof"(x) = Y FyEF



Ex
. f(x=x +E Trouver le plur grand ensemble contenant x = 1
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I
ou fest bijective, et donner une function reciproque et son domaine de definition .

f(x) est dipnie sur R D(f) = R
,
f(x) est periodique , Lapluspefileperiode

def = lapluspelite periode de 11x = IT
Cs'X

=> on considere f(x) nur [0, ] dif est injective
et 1 (0,] ↳ "

=> On comidire fix =Tax if: (0] + IR
injective.

Il nous faut frower Densemble des valurs f (90,)
.



f(x) = cotx+
f(x) =c

I
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cos : (0, ] + 1 dicroissante

cosx : (0
. E] + RR decroissante

f(x) =c : (0, ] -> croissante

↓ ei=>

trouverF=f= !
*

F : (0,] - [2
,
1) bjective·

=> it existe f" : (E, 17 - 10,)



Calculer la fonction reciproque, fix -121-

Y= x(0,]
,
ye/51] f(x)

Y (
2
+ 1) = 1 = cosx = F - 1

-

y + 0
,

ye(1] ↑= cax = +F
parce que cosx > 0 pour x

= (0.)

10, ] < 10,1] domaine d'image f(x

d'arceos
.

=> = arcros(i)
Finalement, f"(x) =arcos (FFY)

f" : (2
,
1) + (0, )



Question 12 Soit f(x) = Isin (1-X2) sur le plus grand intervalle
on la fonction est bijective et qui contient X = 1 .

Alors le domains
de definition et bensemble image

de sa fonction reciproquef"sont :

# F" : (2
,
Zen1]- (0,]

B
.
%" : 10 , 2 sin1] -> 10,T

C
. F : (-zein1

,
2en1] -> [F,]

D
. F" : -2 ,

zen1] ->E
,
N

E
. F" : (-2sin1 , 03 -> 10,F

(



f(x) = 2sin(1-xz)

X = 1 est dans lintervale-k = 0

+Zak thik +2nk -Lik
+Lik

y = 28(1- xz) =- 1-x- 1-= -x
-
1 -1+

=> H2X21-
= x H =- XIT ; x = 1 E intervalle

0

= 01X

=> D(f) = (0,] f est bijective
yf(x) = 2sn(1

- xz)
=>f est bijective sur F= (0,

f(0) = 2sm(1 -x) = 2sn1

f(v) = 2 sin (1 - (H) = 2sin() = - 2

bijective
=> f : 10, VF] - /2, 2sin7] .

&
I



bijective
=> f : 10, VF] - /2, 2sin7] . Zum1 (f(x) =

2ei( +x) ; yf "(x)
Calculer f : I

&

2 sin (1 - x2) = y = sin(1- xz)= o
I

=> 1- x2 = arcsint = &

x2 = 1 = arcsin * = i
X =EFarcsinEprisque OEXIN-2

.. .. .. -

- 2 2Im1

,
f(x)

=> f"(x) =Narci y
x =yS

f : (0, ] + 1-2
,
2s1] P

f" : (2
,
2sn1) + 10, NF] y


