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Def Une sons-suite dune suite (an) est une suite ke and
on k+ No est une suite strictement croissants de nombres naturels :

Ex
.
an =FEE => der = (12k = 1 (02) <(an) linC2r = 1

den+= (12k+= - 1 (2m) < (n) Lim Gen = -1
mais (an) est divergente

Proposition. (convergence diune sous-suite) .

Silim an = l = toute sous-suite Cana converge aussi vers .

Demi Soit E30 JnoEN : Frano = /An-l/EE.
/L

Donc FKz
_
Ho = Ukzo = lam-ll-Editlim n

Theoreme de Bolzano-

Neierstrass
.

Dans toute suite fornes it existe
whe sous-suite convergente.

Edie : Im
. MEIR : m = (an) - M => On divise lintervalle (m

.
M) par 2

On refient la moitie contenant un nombre so delements de (an)

m 1 1XIN Puis on recommence. La longueur des intervalls=M
~

w

En choisissant un element dans chaque intervalle plus loin dans la suite, on obtient
une sons-suite convergente.
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Def La suite Cand est une suite de Cauchy si VE O il existe noex

tel
que Enzno et Emano lan-amIEE

.

sietreulementsi

Proposition . Une suite (an) est une suite de Cauchy C canbestconvergente .

Ide : (3) (1) Une suite de Cauchy est Sornee
(2) Bolzano-Weierstrass => - une sons-suite convergent
(3) Cauchy + cous-suite convergente => la suite est convergente

(=) Inegality triangulaire : (ap-agl < lap-ll + 12-agl = 2E

Voir [DZ
,
S3 .
7

. 4]
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Remarque . Lim Cantk-an) = 0 FKE nimplique pas que Can est une suite de Cauchy
Ex

. an=limit
Mais an=r - do est divergente
=> (an) n'est par une suite de Cauchy.

Explication .

Soit keI : Sim (antk-an) = 0
.

Alors FesO Inoe: Khano
h = x

lamek-anl * E Chest fixe) . Donc no peut depende dek. Si an-ro,

Si on augmente k ,
on va frower no toujours plus grandpour le mime E30.

Mais dans la propriet de Cauchy. no est le meme pour toute

difference dindias : 20 JnoeN: Frims Nolan-aml-E .
(en - m)

Donc la propriate de Cauchy estplue forte que him Cantk-an)=
VhEN



Limite superieure et limite inferieure d'une suite bornee
.
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Def Soit (xn) une swite bornie : Jm
,
MER : mEX-M UneN

On definit la suite yu = sup Exx ,
kn3 Yn YnI XnIm theN

Alors :

fa suite En = infEx , Kn} EntEnEXEM FEN

5 limyndlimsu (yn)t ,

minore
parm

5 lim zudlimini (2n)4
, majorie par

M3 En = Xu- Yn EneN

Ex1
.

Xn = () (1 + h)
,

n2
-
1 Corne : -2 (Xn)-2x majorant

xn = (- 2
,

1 ++ - 1-
,

1 + 5 - 1- 5
....

n =1234 5

yn = (( + +
,

H+,t ,
1 + to, 1+- ..)myn = 1

zu = (2 ,- -t- ...

- -

T ..... ) lim
liminfXn = -1

, limsup Xn = 1

Remarque : Si liminfxn = limsupxn = 2 => limyn = limzn=
he do

On a. Zu Xn = Yn Par le 2gendarmes Flimxn = e

↓ ↳ n- 2



Proposition Une suite Corne (Xn) converge vers (EIR <=>
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limsup xn =minfxn = (VoirDE

Ex1. Xn = (12 (1 + (2)
,

42 1

On a calcle limsupXn = 1
=> la suite est divergente.

Siminf Xn = -1

Ex2
. Xn = 1-

,
121 Trouver Yn ,

En
,limsup Xn ,Cimin - a

(xn) = 10 , 5
,

5,,.....

yn = sup [x, n3 = (1
,

1
,

1
. .
) himsupXn ==

En = inf(x ,
kn) = (0, 2

,

5
,
3 ..... ) = limit Xn = Cimzn = 1

-⑳ n + N

(Xn) convergente ,hmxn-1



Question 10

Soit an = sin (+) + cos() ,
neI

.

Alors

A liminfan = -1 et limsupan = 1

B. liminfan = limsupan
C

.
Liminfan = -E et limsupan = 1 + 2

D. limiufan = -1- et limsup an =

1

.

⑤ Liminfan = -1- et limsupan = 1+

anE ,--
= Sinfan
hmsupan =1



Chapitre 3. Series numeriques .
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Definitions et exemples
.

Def La serie de ferme gineral an est un couple
(1) la Suite (an)
(2) la suite des sommer partielle Snakarta.

Notation
:Zak-Serie de terme general ak.

S=ar nieme somme partielon

Dif Serierest convergentet la suite (Sn) des sommes partielle
Si limSn = l

,
on dif

que
la serieetconvergen,,a
-

S : (Su) est divergente ,
alors on dif que

la seriek est divergente
En particulier, silimSn = 10

,

onecritar



ExO. ; Su = Ek = 0+2 ++= net pas
frea
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=> limSn =0 = 0 divergente
Ex1. Serie geomitique ; Sn== (+
Rappel: (1+ x + x2

+
..

.

+X) = + Vx + 1 ->
O suite gionistiqu

= x = E = ( + t + + +
...+ ) =SuhimSim

=> 2

D'une maniere similaire on obtient= a
Serie geometrique.

Exercise : Fr est divergente ,

si IK
-

1

.

(1) 1511 = la Suite Sn= n'est pas borne divergente

(2) = 1 =S= 1 = 0 divergethe

(3)r = 1 = = Sn : (1
,
0

,
1

,

0
,
1

..
..

.. ) = (Sn) est divergente.
Sn = 1 - 1 + 1 - 1 +

1

-.....



Le paradoxe d'Achille et de la tortue (Zenon
,

-450 av.

3
.

C
.) -94-

Achille : 10t -TOOm
La fortue : 0

.1 ↑

Zenon : Achille ne pourra jamais rattraper
la tortue s'il la accorde une avance de 100m -

101m
!

spar exemple) .
Achille- + 100m > la fortue = + 1m 101

.

01 m
↑

Achille + 1 m => la fortu + 1 cm
,

Ainsi
, chaque fois la fortu se retrouve

encore plus Coin que
Achille.

Considerons le temps quil faudrait
a Achille

pour vattraper la fortie.

=m =1 t
= 10.

"

= 101
=> Achille rattrapera.

la fortie apris seconds.



Conclusion : D'apres Zenon
, l'impossibilitpour Achille de rattraper la fortue
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vient du fait qu'il lui faudrait courrir un nombre infini d'intervalles .

Mais diapres note calcul, une somme infinie d'intervalles de dicroissance
geometrique converge vers une longueur finis.

Ex2
. Serie harmonique .

=... Cette serie est divergine
Dem Supposons J limSu = S EIR

Sn = He + z +.. +hi Sen = 1 + * + +... th
S

. Se Sa Sy Sj So Sz
....

(en) est une sous-suite de (Sn)
S2 Sy So Si limSn = Shin San

San-Sn= (n=
neodI

In

↓
0 = S - S > Oft absurde.

=> limSn = a eth= est divergent #
n+


