Kapitel 5

Funktionen

Seien E und F zwei nichtleere Mengen. Eine Funktion [fonction/ (oder auch Ab-
bildung) f: E — F ordnet jedem Element € F genau ein Element y € F zu.
Wir nennen y Funktionswert [valeur/ und schreiben y =: f(z). In diesem Kapitel
werden E, F' fast immer Teilmengen von R sein, aber wir werden auch Beispiele
fiir Teilmengen von N, Q, Z betrachten. Funktionen von oder nach Teilmengen von
R™ werden wir in dieser Analysis-Vorlesung nicht behandeln; dies heben wir fiir die
folgenden Analysis-Vorlesungen auf.

5.1 Grundbegriffe

Fiir eine Funktion f: F — F heisst die Menge E =: D(f) Definitionsbereich [do-
maine de définition] von f und die Menge F Wertebereich [codomaine, domaine
des valeurs] von f. Die Menge

f(E) ={f(x):z€E}CF

heisst Bild fimage/ von f und wird manchmal auch mit Im f (nicht zu verwechseln
mit dem Imaginérteil Im(z) einer komplexen Zahl z) bezeichnet.
Zu jeder Funktion f: E — F gehort der Graph [graphe/

G(f) ={(z,f(x)): x € E} CEXF.

Fir E, F C R ist dies gerade die vertraute Kurve “y = f(z)”.

Wenn F' C R, dann kénnen wir die Ordnungsrelation der reellen Zahlen (siehe
Kapitel 1) nutzen, um eine Ordnungsrelation fiir Funktionen mit gleichem Definiti-
onsbereich zu definieren.

Definition 5.1 Seien f,g: E — F zwei Funktionen. Man schreibt f = g und sagt
die beiden Funktionen f und g sind gleich, wenn f(x) = g(x) fir alle x € E
gilt. Entsprechend schreibt man f < g (bzw. f > g), wenn f(z) < g(z) (bzw.
f(z) > g(x)) fiir alle x € E gilt.
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Ebenso lassen sich arithmetische Operationen auf Funktionen durch die entspre-
chenden Operationen im Wertebereich definieren. In anderen Worten: wir kénnen
aus zwei Funktionen eine neue Funktion konstruieren. Fiir zwei Funktionen f,g: E —
R gelten daher die (nicht sonderlich iiberraschenden) Regeln:

1. Fiir o, B € R ist die Funktion af + 8g: E — R diejenige, die jedem z € E die
Zahl af(x) + Bg(z) zuordnet.

2. Die Funktion fg: E — R ist diejenige, die jedem z € E die Zahl f(z)g(x)
zuordnet.

3. Wenn g(x) # 0 fiir alle 2 € E, dann ist die Funktion f/g: E — R diejenige,
die jedem z € E die Zahl f(x)/g(z) zuordnet.

Man beachte, dass eine Folge reeller Zahlen ist nichts anderes als eine Funktion
von N nach R. Es ist somit nicht verwunderlich, dass der Begriff der Monotonie sich
von Folgen auf Funktionen von £ C R nach F' C R iibertragen lésst .

Definition 5.2 Sei f: E C R — R und A C E nicht leer. Dann heisst f

e monoton wachsend [croissante] auf A wenn f(x1) < f(x2) fir alle x1, 24 €
A mit x1 < xo gilt.

e streng monoton wachsend [strictement croissante] auf A wenn f(x1) <
f(x2) fiir alle x1,29 € A mit x1 < xo gilt.

e monoton fallend [decroissante] auf A wenn f(x1) > f(x2) fir alle x1, 25 €
A mit T < T gilt.

e streng monoton fallend [strictement decroissante] auf A wenn f(x1) >
f(x2) fiir alle x1,29 € A mit x1 < xo gilt.

5.1.1 Beschrankte Funktionen und Funktionen auf Teilmengen

Eigenschaften wie Beschrénktheit, Supremum, etc., welche wir schon von den Folgen
schon kennen, betrachten wir nun hier fiir Funktionen.

Definition 5.3 Sei f: E C R — R. Dann heisst f

e nach oben beschrinkt [majorée, bornée supérieurement]/ wenn das Bild
f(E) nach oben beschrinkt ist. In diesem Fall schreiben wir fir die kleinste
obere Schranke

sup f(x) :=sup{f(z): x € E}.
rck

e nach unten beschrinkt /minorée, bornée inférieurement] wenn das Bild
f(E) nach unten beschrinkt ist. In diesem Fall schreiben wir fir die grdsste

untere Schranke

;Ielgf(x) = inf{f(z): z € E}.

e beschrinkt /bornée] wenn f nach oben und unten beschrinkt ist.
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Oftmals ist es von Interesse eine Funktion f: E — F nicht auf ihrem gesamten
Definitionsbereich E zu untersuchen, sondern lediglich auf einer nichtleeren Teil-
menge A C E. Beispielsweise kann es sein, dass die Funktion f im obigen Sinne
nicht beschrinkt ist, dies aber auf einer entsprechenden Teilmenge ist. Zu diesem
Zweck definieren wir zunéchst das Bild einer nichtleeren Teilmenge A C E unter
einer Funktion f analog zu der Definition des Bildes von f als die Menge

f(A)={f(z):ze A} CF.

Jetzt konnen wir direkt das obige Konzept der Beschrianktheit von f auf Teilmengen
iibertragen.

Definition 5.4 Sei f: E C R — R und § # A C E. Dann heisst f auf der
Menge A nach oben (bzw. unten) beschrinkt, wenn das Bild von A unter f,
d.h. f(A), nach oben (bzw. unten) beschrinkt ist. Die kleinste obere (bzw. grisste

untere) Schranke auf A bezeichnen wir mit sup f(z) := sup f(A4) (bzw. 11612]‘(33) =
TEA T
inf f(A)). Die Funktion f ist auf A beschrinkt, wenn f auf A nach oben und

unten beschrankt ist.

Fiir beschrinkte Funktionen gelten die folgenden niitzlichen Rechenregeln.

1. Sei f: F — R eine auf A C E nach oben beschriinkte Funktion. Dann ist die
Funktion —f auf A nach unten beschrinkt und es gilt

sup f(z) = — inf (—f(z)) .

€A T€A

2. Seien f,g: E — R zwei auf A C E nach oben beschrinkte Funktionen. Dann
ist auch die Funktion A = f 4+ g auf A nach oben beschrinkt und es gilt

sup h(z) < sup f(z) + sup g(x) .
z€EA TEA T€EA

3. Sei f: E — R eine auf A C E nach oben (bzw. unten) beschriankte Funktion
und sei B eine nichtleere Teilmenge von A. Dann ist f auch auf B nach oben
(bzw. unten) beschriinkt und es gilt ausserdem

sup f (z) < sup f () (baw. inf f(x) > inf f(x)) .

Fiir zwei Funktionen, die auf einer Teilmenge des Definitionsbereichs identisch
sind, ergibt sich unmittelbar die folgenden Definition.

Definition 5.5 Sei ) # A C E sowie f: E — F und g: A — F. Falls f(x) = g(x)
fiir alle x € A gilt, dann nennt man f eine Fortsetzung [prolongement] von g auf
E, bzw. g eine Einschrinkung [restriction] von f auf A.

Ebenso kann man eine Funktion f: E — I auf Teilmengen vom Wertebereich
F untersuchen. Sei dazu B C F nicht leer. Nun kann man fragen, welche x € FE
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Abbildung 5.1. Graph der Funktion g(x) = 23 — 2x.

einen Funktionswert f(z) € B liefern? In anderen Worten: wir méchten das Urbild
[image réciprogque] von B unter f bestimmen

-1

f (B):={z€E: f(z)eB}CE.

Diese Menge wird unter anderem in den folgenden Abschnitten von Bedeutung sein.

5.2 Surjektiv, Injektiv, Bijektiv

Zu der Definition einer Funktion f gehort nicht nur die Angabe der Rechenvorschrift
(z.B. f(z) := sinx) sondern auch die Angabe des Definitions- und Wertebereichs.
Dies ist insbesondere bei der Verwendung der folgenden Begriffe wichtig.

Surjektivitdt. Eine Funktion f: E — F heisst surjektiv [surjectif] wenn F =
f(E) gilt. In anderen Worten, f ist surjektiv, wenn die gesamte Menge F' mit
Funktionswerten ausgefiillt wird. Oder formaler: Zu jedem y € F gibt es mindestens
ein x € F mit y = f(x).

Zum Beispiel ist die Funktion g : R — R mit g(z) := 2% — 2z surjektiv, siche
Abbildung 5.1. Die Funktion A : R — R mit h(z) := sinz hingegen ist nicht surjek-
tiv, da h(R) = [-1,1] # R. Verkleinert man aber den Wertebereich entsprechend,
so wird auch h : R — [—1, 1] surjektiv.

Injektivitdt. Eine Funktion f: E — F heisst injektiv [injectif] wenn fiir alle z1, 2o
mit x1 # x9 stets f(x1) # f(x2) gilt. Oder andersherum: Aus f(z1) = f(x2) folgt
x1 = 3. Formaler: Zu jedem y € F gibt es hochstens ein ¢ € F mit y = f(z).
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Am Graphen der Funktion ldsst sich Injektivitit leicht feststellen: Jede hori-
zontale Linie darf den Graphen hdéchstens ein Mal schneiden. Wie sich leicht in
Abbildung 5.1 feststellen lisst, ist die Funktion g : R — R mit g(x) := 2® — 2 nicht
injektiv. Die Funktion h : [-7/2,7/2] — R mit h(z) := sinz ist injektiv da der
Sinus im angegebenem Intervall streng monoton wichst. Allgemeiner ist jede streng
monoton wachsende oder streng monoton fallende Funktion injektiv.

Bijektivitdt. Eine Funktion f: F — F heisst bijektiv [bijectif] wenn sie sowohl
surjektiv als auch injektiv ist. Formaler: Zu jedem y € F' gibt es genau ein z € E
mit y = f(z). Am Graphen der Funktion erkennt man Bijektivitit daran, dass jede
horizontale Linie den Graphen genau ein Mal schneidet.

Bemerkung 5.6 Sind E, F endliche Mengen gleicher Kardinalitit, zum Beispiel
E=F=1{1,2,...,N}, so fallen die Begriffe Surjektivitit, Injektivitit und Bijek-
tivitat zusammen. Dass heisst, eine injektive Funktion f: E — F ist immer auch
surjektiv, und umgedreht. Dies sieht man am Bild leicht ein:

Fiir eine injektive Funktion f: E — F “heiratet” jedes Element aus E monogam
ein Element aus F. Da E und F gleiche Kardinalitdt haben, bleibt am Ende kein
Element aus F' Single. Also ist f auch surjektiv.

Fir E = F = {1,2,...,N} entspricht eine bijektive Funktion f gerade einer
Permutation (oder Vertauschung) der Elemente {1,2,...,N}.

5.3  Umkehrfunktion

Zu einer bijektiven Funktion f: E — F koénnen wir eine Umkehrfunktion [bijec-
tion réciproque] (auch inverse Funktion) f~1: I — E wie folgt definieren:

f'(y) := dasjenige = € E fiir das y = f(x) gilt.

Zum Beispiel berechnet sich die Umkehrfunktion von f : R — R mit f(x) = 3z—2
durch Auflésung der Beziehung y = 3x —2 als x = %y—l—% = f~1(y). Oft ist es nicht
so einfach, die Formel fiir eine Umkehrfunktion anzugeben. Im Gegensatz dazu ist es
sehr einfach, den Graph der Umkehrfunktion zu zeichnen; dazu spiegelt man einfach
den Graph von f an y = x, siehe zum Beispiel Abbildung 5.2 fiir f(z) = 132;_’17.

Es folgen einige weitere Beispiele von Umkehrfunktionen.

Potenzfunktion. Die Funktion

f:]0,00[— [0, 00, flz)=2a"



46  Version 3. Oktober 2022 Kapitel 5. Funktionen

Im(f~") = D(f)

Im(f) = D(f™")

D(f) =Im(f™) D(f~1) =Im(f)

Abbildung 5.2. Funktion f(x) = (122 —7)/(3z — 1) (Bild links) und ihre
Umkehrfunktion (Bild rechts).

ist surjektiv. Ausserdem ist sie streng monoton wachsend und damit auch
injektiv. Die Umkehrfunktion

f7Ha[0,00[= [0,00[,  flz) = Va
ist gerade die n-te Wurzel [racine n-iéme].

Sinus. Durch entsprechende Einschréankung des Definitions- und Wertebereich kann
eigentlich jede Funktion bijektiv gemacht werden. So wird zum Beispiel der
Sinus durch die folgende Einschrinkung bijektiv:

T T

—5,5} — [-1,1].

sin : [

—7/2 y =sinz

Die entsprechende Umkehrfunktion ist der Arcussinus
T

in: (=11 — [—f,f}.

arcsin : [ ] 59
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/2

y = arcsin

—7/2

Cosinus. Die Einschrinkung cos : [0, 7] — [—1, 1] macht den Cosinus bijektiv. Die
entsprechende Umkehrfunktion ist der Arcuscosinus

arccos : [—1,1] — [0, 7).

Tangens. Die Einschrinkung tan : ]77 z

T T
272

/2

Y = arccos x

-1

entsprechende Umkehrfunktion ist der Arcustangens

arctan : R — } —

7T7T|:
2°2L0°

[ — R macht den Tangens bijektiv. Die

y = arctanx

/ —7/2 4 /2

—_
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Exponentialfunktion. Die Umkehrung der Exponentialfunktion haben wir be-
reits ausfithrlich in Abschnitt 4.5 behandelt. Insbesondere ist f : R —]0, oo
mit f(x) = e” bijektiv. Die entsprechende Umkehrfunktion ist der (reelle)
Logarithmus log :]0, co[— R.

5.4 Komposition von Funktionen

Wir haben bereits gesehen, dass man Funktionen addieren, multiplizieren und divi-
dieren kann indem man einfach die entsprechenden Operationen auf die Funktions-
werte anwendet. Interessanter ist die Komposition (auch: Verkniipfung, Nacheinan-
derausfiithrung) zweier Funktionen.

Definition 5.7 Seien E, F,G, H nichtleere Mengen und f: £ — F,g: G - H
zwes Funktionen mit f(E) C G. Dann heisst die Funktion

gof:E—H, mit (gof)(x):=g(f(z)),

Komposition [composition] von f und g.

F

~_ |
f(x)

Bei der Verkniipfung muss man auf die Reihenfolge aufpassen. So sind zum Bei-
spiel fiir f(z) = e® und g(z) = cosx die beiden Funktionen (go f)(z) = cos(e®) und
(f o g)(x) = e°°*? sehr unterschiedlich.

Die Funktion Ig: F — E mit Ig(x) = x heisst Identitét [application identité]
(auch: identische Abbildung) auf E. Mit ihr ergeben sich die (nicht sehr tiefsinnigen)
Beziehungen

flof=1Ip,  fof'=Ig

fiir jede bijektive Funktion f: F — FE.

5.5 Grenzwert

In diesem Abschnitt behandeln wir den Begriff des Grenzwerts einer Funktion, der
uns letztendlich auf den Begriff der Stetigkeit fithren wird. Um dieses Konzept an
einem Punkt sinnvoll zu definieren miissen wir sicherstellen, dass die Funktion in der
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Umgebung eines Punktes (aber nicht notwendigerweise im Punkt selbst) definiert
ist.

Definition 5.8 Betrachte eine Funktion f: E C R — R und xg € R. Dann ist f in
der Umgebung von z, definiert [définie au voisinage], wenn ein o > 0 existiert,
so dass

Jzo — a, 20 + @[C EU{x0} .

Anhand einiger Beispiele sollen die Subtilitéiten von Definition 5.8 aufgezeigt wer-
den:

e Die Funktion log: |0, 00[— R ist nicht in der Umgebung von 0 definiert.

e Sei E =R\{0} und fy(z) = #2Z fy(x) = 1/x zwei Funktionen fi, fo: E — R.
Beide Funktionen sind in der Umgebung von 0 definiert! Das Verhalten einer
Funktion exakt an der Stelle xq ist fiir die Definition nicht entscheidend.

e Die Funktion f: @ — R mit f(x) = z ist nie in der Umgebung irgendeines
2o € R definiert!

Wir betrachten eine Funktion f: F C R — R und einen Punkt 2y € R. Sei nun
ag, a1, a9, ... € E eine Folge, die gegen xg konvergiert, also

lim a, = xg.
n—oo

Die spannende Frage ist jetzt, wie sich die entsprechende Folge der Funktionswerte

f(ao), fa1), f(az),...

verhélt. Konvergiert diese Folge und wenn ja, konvergiert sie immer gegen den
gleichen Grenzwert (unabhingig von der konkreten Wahl der a,)?

Definition 5.9 Sei die Funktion f: E C R — R in der Umgebung von xg € R
definiert. Wir sagen, f hat den Grenzwert ¢ € R [f admet une limite {] in
xo, wenn fir jede Folge (a,) mit a, € E\ {zo} und a, "2 xg gilt:

lim f(a,)=2¢.

n—oo

Der Grenzwert £ einer Funktion muss also unabhéngig von der gewahlten Folge
sein. Wir schreiben einfach
lim f(z)="¢.
r—xo
Es gibt verschiedene alternative Charakterisierungen von Definition 5.9, wie zum
Beispiel die Folgende.
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Theorem 5.10 Sei die Funktion f: E C R — R in der Umgebung von xy € R
definiert. Dann hat f den Grenzwert £ € R in x¢ genau dann, wenn fiir jedes € > 0
ein 6 > 0 existiert, so dass gilt:

Wenn z € E und 0 < |z — xzo| < 9§, dann ist |f(z) — £ < e. (5.1)

Beweis. “<=”: Wir nehmen an, dass (5.1) erfiillt ist. Sei (ay,) eine beliebige Folge mit
an € E\{zo} und a, "2 20. Sei £ > 0 beliebig gewiihlt. Wegen unserer Annahme
gibt es § > 0, so dass (5.1) erfiillt ist. Da die Folge (a,,) gegen xo konvergiert, gilt
|an, — xo] < 4 fiir alle n > N mit einem (geniigend grossem) N € N. Aus (5.1) folgt
|f(an) — €| < e fiir alle n > N. Da ¢ > 0 aber beliebig (klein) ist, folgt daraus
nh_)rr;o f(an) = L. Also hat f den Grenzwert £ in zo.

“=": Der Beweis erfolgt per Widerspruch. Zun#chst nehmen wir an, dass f den
Grenzwert £ in xy hat. Wir nehmen aber auch an — im Widerspruch zur Aussage
des Theorems — dass es ein € > 0 gibt, fiir das es kein 6 > 0 gibt, so dass (5.1)
erfiillt ist. Insbesondere gibt es also fiir jedes § = % mit n = 1,2,... ein Element
an, € [zg — 6,20 + 0] N E mit a, # xo, so dass |f(a,) — £| > €. Das heisst: obwohl
an "5 20, konvergiert f(a,) nicht gegen ¢. Dies ist aber ein Widerspruch zur
Annahme, dass f den Grenzwert ¢ in x¢ hat. 0O

5.5.1 Kiriterien und Rechnen mit Grenzwerten

Da der Grenzwert einer Funktion f im Punkt zg durch den Grenzwert von Folgen
definiert ist, konnen die bekannten Eigenschaften fiir Folgen (siehe Kapitel 2) direkt
auf Grenzwerte von Funktionen iibertragen werden. Wir werden uns deshalb bei der
Diskussion der Eigenschaften fiir Grenzwerte kurz fassen.

Eindeutigkeit. Der Grenzwert ist eindeutig. Sind ¢; und ¢; Grenzwerte einer
Funktion f im Punkt xg so gilt {1 = /5.

Algebraische Relationen. Seien f,g: F C R — R mit

lim f(z) =41, lim g(x)={s.
Tr—xQ

Tr—x0

Dann:

1. existiert der Grenzwert von af fiir jedes o € R: lim af(z) = aly;
Tr—rT0o

2. existiert der Grenzwert von |f|: mlLH;O |f(x)] = |41];

3. existiert der Grenzwert von f + g: lim (f(z) + g(x)) = €1 + {a;

Tr—xo

4. existiert der Grenzwert von f - g: xli)na} f(z)g(x) = b1ls;
0

5. wenn zusétzlich ¢5 # 0, dann existiert der Grenzwert von f/g:
xlig}o f(@)/g(z) = b1/0z;

6. wenn es zusétzlich ein a > 0 gibt so dass f(z) > g(z) fiir alle z € E mit
0 < |z — 20| < «, dann folgt 1 > o;
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7. wenn es zusitzlich ein o > 0 gibt so dass f(z) < g(x) fiir alle € E mit
0 < |z — x| < e, dann folgt £1 < 4.

Man beachte bei den Punkten 6 und 7, dass sich strikte Ungleichungen im
allgemeinen nicht auf den Grenzwert iibertragen. Zum Beispiel ist f(z) = 2*
strikt kleiner als g(x) = z? in einer Umgebung von 0 (ohne 0 selbst), die
Grenzwerte beider Funktionen in x¢ = 0 sind aber identisch 0.

Ebenso wie die algebraischen Operationen lassen sich einige Konvergenzkriterien
von Folgen auf Funktionen iibertragen.

Ist eine Funktion f in einer Umgebung von z( definiert und besitzt einen Grenz-
wert in x(, dann ist sie notwendigerweise in dieser Umgebung beschrankt. Sollten
Funktionen also bei zy “explodieren”, also unbeschrinkt wachsen/fallen (wie zum
Beispiel 1/22 bei 2o = —0), dann kann es keinen Grenzwert geben.

Theorem 5.11 (Kriterium der zwei Polizisten fiir Funktionen) Gegeben sei-
en f,g,h: E CR — R mit den folgenden zwei Eigenschaften:
! Jm @) = i ) =

2. es existiert a > 0 so dass f(x) < g(x) < h(z) fir allex € E mit0 < |z —x0| <
a.

Dann gilt lim g(z) = £.
T—>T0

Beweis. Sei (a,) eine Folge mit a,, € E \ {x0} und a,, — xo. Dann gibt es N so
dass 0 < |z, — x| < « fiir alle n > N. Betrachte die drei Folgen (f,), (gn), (hn)
definiert durch

fa=f(an), gn=g(an), hn="n(ay).
Alle Forderungen des Theorems der zwei Polizisten fiir Folgen (Theorem 2.7) sind

erfiillt, insbesondere gilt f, < g, < h, fiir alle n > N. Anwendung des Theorems
ergibt g, "= £ und damit le glx)y=¢ 0O
T—x

Beispiel 5.12 Gegeben sei die Funktion f: £ — R mit E :=] — 7, 7[ und
sine - wenn x £ 0,
fl@)=4,°
2, wenn x =0 .

Wir moéchten nun den Grenwert von f in 0 bestimmen. Offensichtlich ist die Funk-
tion f in der Umgebung von 0 definiert. Weiterhin gilt

cosz < 22T <1, firalle z e E\ {0} :}—f,o[u}oﬁ[.

T 2 2
Wenn wir also zeigen kénnen, dass lim,_.o cosz = 1, dann folgt aus dem Kriterium
der zwei Polizisten unmittelbar lim,_,q f(z) = 1. Der Grenzwert der Cosinusfunk-
tion folgt in der Tat sofort aus der folgende Beobachtung, welche sich aus den
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Eigenschaften von Cosinus und Sinus (vgl. Theorem 4.5) ergibt:

(E2

|cosz — 1] = ‘cos(x/2)2 - sin(x/2)2 - 1‘ = ‘—2sin(ac/2)2‘ < 5

5.5.2 Unendliches

Die bisherige Definition des Grenzwertes reicht noch nicht aus, um das Verhalten
einer Funktion fiir unbeschréinkte Folgen zu untersuchen. In anderen Worten: wir

kénnen noch nichts iiber lim f(x) oder lim f(x) einer Funktion aussagen. Dazu
Tr——00 Tr—400

miissen wir die bisherigen Definitionen entsprechend erweitern.

Definition 5.13 FEine Funktion f: E C R — R ist in der Umgebung von +oco
(bzw. —c0) definiert, wenn ein Zahl a € R existiert, so dass

Ja,+oo[C E (bzw. | — 00,a[C E) .
Nun koénnen wir diese Grenzwerte angehen.

Definition 5.14 Sei die Funktion f: E C R — R in der Umgebung von +oo
(bzw. —c0) definiert. Wir sagen, f hat den Grenzwert ¢ € R fiir  gegen +o0o
(bzw. —o0), wenn fiir jede Folge (a,) mit a, "= 400 (bzw. a, "= —00) gilt:

n—0o0

flan) "= L. In diesem Fall schreiben wir ll)IJ'I_l fz) =2¢ (bzw. li}r_n flz)=1).

Aquivalent zu Definition 5.14: Zu jedem ¢ > 0 gibt es eine Zahl o € R, so dass
gilt:
Wenn z € E und z > a (bzw. z < «), dann ist |f(z) — | <e.

Beispiel 5.15 Betrachte die Funktionen fi, fo: E C R — R mit F = [0, 00[ und
filz) = %ﬂ sowie fa(x) = e~*. Beide Funktionen sind in der Umgebung von oo
definiert. Beide haben auch den selben Grenzwert ¢ = 0, denn zu € > 0 beliebig
ist obige Bedingung fiir f; mit @y > 1/e — 1 und fiir fo mit as > log(1/e) jeweils
erfiillt.

Wie bei den Reihen, so zeichnen sich auch bei Funktionen diese aus, fiir welche
die Folgen der Funktionswerte betragsméflig gegen unendlich gehen.

Definition 5.16 Gegeben sei eine Funktion f: E C R — R. Dann gilt:

o Fulls f in der Umgebung von xo € R definiert ist, dann sagt man f geht
gegen [tend vers] +oo (bzw. —o0) in zg, wenn fir jedes A > 0 eine Zahl
& > 0 existiert, so dass gilt:

Wenn x € E und 0 < |z — 29| < 6, dann ist f(z) > A (bzw. f(z) < —A).

In diesem Fall schreibt man lim f(z) = +oo (bzw. lim f(x) = —0c0).
T—To T—To
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e Falls f in der Umgebung von +oo definiert ist, dann sagt man f geht gegen
+o0o (bzw. —o0) fiir x gegen +oo, falls fiir jedes A > 0 eine Zahl o € R
ezistiert, so dass gilt:

Wenn © € E und © > «, dann ist f(x) > A (bzw. f(x) < —A).
In diesem Fall schreibt man xll)l:r_loof(x) = 400 (bzw. EETOO f(z) = —o0).

o Falls f in der Umgebung von —oo definiert ist, dann sagt man f geht gegen
+oo (bzw. —o0) fiir  gegen —oo, falls fiir jedes A > 0 eine Zahl a € R
existiert, so dass gilt:

Wenn x € E und x < «, dann ist f(zx) > A (bzw. f(z) < —A).

In diesem Fall schreibt man lim f(z) = —co (bzw. lim f(x) = —00).
r—+00 T——00

Bemerkung 5.17 Auch fiir Funktionen die gegen unendlich gehen kénnen die Re-
chenregeln der gegen unendlich gehenden Folgen (Abschnitt 2.6.1) auf Funktionen
ibertragen werden.

5.6 Stetigkeit

Mit Hilfe des Grenzwerts sind wir sind nun in einer bequemen Lage, den Begriff der
Stetigkeit zu definieren.

Definition 5.18 Sei f: E C R — R und xg € E. Dann ist die Funktion f
stetig [continue] im Punkt xo, wenn thr Grenzwert in xo existiert und

lim f(x) = f(o)

T—rT0o

Aus Definition 5.9 und Theorem 5.10 lassen sich sofort zwei dquivalente Charak-
terisierungen fiir Stetigkeit angeben:

e Folgencharakterisierung: f ist stetig in x¢ genau dann, wenn fiir jede Folge
(an) mit a, € Eund a, "= ¢ die Bezichung lim f(a,) = f(xo) erfiillt ist.
n—oo

e ¢,0—Charakterisierung: f ist stetig in z¢ genau dann, wenn es fiir jedes
e > 0 ein (von € und z( abhéngiges) ¢ > 0 gibt, so dass | f(x) — f(zo)| < € fiir
alle x € E mit |x — 20| < 0 erfullt ist.

Die intuitivste Charakterisierung von Stetigkeit ergibt sich aus dem Graph: f ist
stetig in 2y genau dann, wenn man den Graph von f durch zy durchzeichnen kann
(ohne mit dem Stift abzusetzen). Eine Funktion heisst unstetig [discontinue/ in
xo € E wenn sie nicht stetig in x( ist. Bei Funktionen, die explizit iiber Formeln
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angegeben werden erhilt man Unstetigkeiten meist bei Fallunterscheidungen oder

wenn die Funktion an einem Punkt nicht definiert ist. Wenn eine Funktion f: E C

R — R in allen Punkten 2y € A C FE stetig ist, dann nennt man f stetig auf A.
Einige Beispiele:

e Die Signumsfunktion (siehe Abschnitt 1.3) ist nicht stetig in 0, aber sonst
iiberall stetig.

e In Bemerkung 2.4 haben wir bereits (ohne es zu wissen), die Stetigkeit der
Betragsfunktion x +— |z| auf ganz R und der k-ten Wurzelfunktion z — /x,
k € N\{0}, auf R jeweils mit Hilfe der Folgencharakterisierung nachgewiesen.

e Die Funktion f: R — R mit f(z) = ;:_11 ist in xg = —1 stetig, wie man
beispielsweise mit der ¢,)—Charakterisierung nachweisen kann. Sei dazu € >
0 beliebig. Wir miissen nun zeigen, dass es ein § > 0 derart gibt, so dass
|f(x) — f(zo)| < € fiir alle x € R mit |z — z9| < §. Hier kann man ¢ := ¢

wihlen, denn dann gilt fiir alle z € R mit |z — x| = |z + 1] <&

x—1
2+ 1

sl
2 +1

(@) = f(o)| = | +1] o4l <|zt1<d=c.

e Nun untersuchen wir die durch

sin(l) , firz=#0, msin(l) , firz#0,
— x d — xr
hiw) {O, firx =0, und - fo(w) 0, firxz =0,

definierten Funktion f1, fo: R — R jeweils auf Stetigkeit in zg = 0 mittels der
Folgencharakterisierung.

1. Die Funktion f ist nicht stetig in 29 = 0, denn die Folge (a,,) mit a,, :=

erfillt lim a, =0 =z, aber lim fi(a,) = lim sin(4"—2+17r) =
n—o0 n— oo

2
(4n+1)m 00

1# f1(0) = 0.
2. Die Funktion f5 ist hingegen stetig in g = 0. Um das zu sehen, sei
(an) eine beliebige Folge mit a, # 0 und lim a, = 0 = zy. Dann gilt
n—oo

| f2(an)] = lan||sin(:L) | < |an|, was HILH;O fa(ayn) = fa(xo) = 0 zeigt.

n

Wenn nun zwei Funktionen f,g: £ C R — R stetig in zp € F sind, dann sind
auch die Funktionen f 4+ g, f - ¢ und 5 (falls g(zg) # 0) stetig in xo, wie sofort aus
den Rechenregeln fiir Grenzwerte (sieche Abschnitt 5.5.1) folgt. Gleiches gilt auch
fiir die Komposition von Funktionen.

Theorem 5.19 Gegeben seien zwei Funktionen f: E — F und g: G — H mit

f(E) C G. Ist | stetig in xg € E und g stetig in f(xg), dann ist die Funktion

gof: E — H stetiginxzg € E.

Beweis. Sei (a,) mit a, € E und lim a, = zo. Da f stetig in z( ist, gilt
n—oo

lim f(a,) = f(xo). Weil g stetig in f(xzq) ist, gilt dann weiter lim g(f(an)) =
n—oo n—oo

g(f(z0)), was zu zeigen war. O
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Um beispielsweise eine Division durch Null auszuschliessen, werden einzelne Punk-
te oft aus dem Definitionsbereich einer Funktion ausgeschlossen. In machen Fallen
kann man eine solche Liicke jedoch ,reparieren®.

Definition 5.20 Sei f: E C R — R eine Funktion und c eine reelle Zahl mitc ¢ E
fiir welche die Funktion f einen Grenzwert besitzt. Die durch

R f(z), wenn x € F |
fe(x) = lim f(y), wennz=c,

Yy—c
definierte Punktion f,: EU{c} — R heisst dann die stetige Fortsetzung [prolon-
gement par continuité] der Funktion f im Punkt c.

Aus der Eindeutigkeit des Grenzwertes folgt, dass eine solche Fortsetzung, falls sie
existiert, eindeutig sein muss. Ausserdem ist die Funktion f. per Definition stetig
inxg=c.

Beispiel 5.21 Wir betrachten die durch f(z) = % definierte Funktion f: £ — R

mit £ = R* = R\ {0}. In Beispiel 5.12 habe wir gesehen, dass lir% ST — 7 jst.
el

Somit ist die durch

1, wenn x =0,

sin x
A {x, wenn x # 0,

gegebene Funktion fg: R — R die stetige Fortsetzung von f im Punkt 0. Man
beachte, dass die Funktion fy somit stetig auf ganz R ist.

5.6.1 Einseitige Grenzwerte und Stetigkeit

Zur Untersuchung von Unstetigkeiten einer Funktion (z.B. Spriinge) im Punkt xq
ist es hilfreich (einseitige) Grenzwerte zu definieren, bei denen nur Folgenglieder be-
trachtet werden, die ausschliesslich links bzw. rechts von x¢ liegen. Zur Vorbereitung
miissen wir zuerst den Begriff der Umgebung entsprechend anpassen.

Definition 5.22 Fine Funktion f: E C R — R heisst rechts (bzw. links) von z,
definiert [définie a droite (resp. a gauche) de xo], wenn eine Zahl oo > 0 existiert,
so dass |xg, o + a[C E (bzw. |xg — o, xo[C E).

Ist eine Funktion f sowohl links als auch rechts von xg definiert, so ist sie auch
in der Umgebung von z definiert (vgl. Definition 5.8) und umgekehrt. In diesem
Sinne ist obige Definition sehr natiirlich und erlaubt uns jetzt einseitige Grenzwerte
zu definieren.

Definition 5.23 Sei f: E C R — R und x¢ € R. Dann gilt:

e Fulls f rechts von xg definiert ist, dann hat f den rechtsseitigen Grenz-
wert ¢ [limites a droite] in xo wenn fir jede Folge (ay) mit a, € E, a,, > o
und a, "=° xo gilt: lim f(an) = L. In diesem Fall schreiben wir

n—oo
lim f(z) ="

+
ZL’*)ZL’O
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e Fualls f links von xg definiert ist, dann hat f den linksseitigen Grenzwert
£ [limites & gauche] in xo wenn fir jede Folge (ay) mit a, € E, a, < xo und

an "7 o gilt: lim f(an) = L. In diesem Fall schreiben wir
n— o0

lim f(z)="¢.

T

Mit den oben eingefithrten Begriffen nennen wir eine in xy definierte Funktion
rechtsseitig stetig bzw. linksseitig stetig wenn

lim+ f(z) = f(zo) bzw. lim f(x)= f(zo)

I*}IO CL")CL‘O
gelten.

Die folgende Aussage leuchtet dann direkt ein und folgt aus der €, 6-Charakterisierung
von Stetigkeit.

Theorem 5.24 Sei f: E C R — R und zg € E. Dann ist [ stetig in xo genau
dann, wenn f links- und rechtsseitig stetig in xq ist.

5.6.2 Stetigkeit auf Mengen und Intervallen

Ist f auf einer offenen Menge E definiert (insbesondere auf einem offenen Intervall),
dann ist es in der Umgebung von jedem Punkt zg € E definiert und die folgende
Definition macht Sinn.

Definition 5.25 Sei Sei E # () offen und f: E — F. Dann heisst f stetig auf E
[continue sur E], wenn f in jedem Punkt xg € E stetig ist. Die Menge aller auf E
stetigen Funktionen von E nach F wird mit C(E, F) bezeichnet.

Mit Hilfe der Definition der linksseitigen/rechtsseitigen Stetigkeit kénnen wir
auch die Stetigkeit von Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen genauer be-
trachten.

Definition 5.26 Seien a,b € R mit a < b. Eine Funktion f: [a,b] — F heisst
stetig auf [a,b] [continue sur [a,b]], wenn f in jedem Punkt x¢ €|a,b| stetig ist,
rechtsseitig stetig in a ist und linksseitig stetig in b ist. Die Menge aller auf [a,b]
stetigen Funktionen von [a,b] nach F wird mit C([a,b], F') bezeichnet.

Meist ist F' = R (zum Beispiel wenn man das Bild der Funktion nicht genauer
beschreiben will), dann schreibt man C(E, F') bzw. C([a, b], F') oftmals einfach nur
als C(F) bzw. C([a,b]). Wenn der Definitionsbereich klar ist, dann sagt man oft
einfach nur ,, f ist stetig® anstelle von ,, f ist stetig auf F*.

5.6.3 Gleichmissige Stetigkeit*

Bei einem (halb-) offenen Intervall kann es passieren, dass eine Funktion auf dem
Intervall zwar stetig ist, sich aber in der Néhe eines offenen Randes immer “wilder”
verhélt. Dies ist zum Beispiel bei den Funktionen 1/ oder sin(1/z) auf dem Intervall
]0,1[ in der N#he von 0 der Fall. Die folgende Definition schliesst solche Phdnomene
aus.



5.6. Stetigkeit Version 3. Oktober 2022 57

Definition 5.27 Sei I ein Intervall und f: I — R. Dann heisst f gleichméssig
stetig [uniformément continue] auf I, wenn es fir jedes € > 0 ein & > 0 gibt, so
dass |f(z) — f(y)| < e fiir alle x,y € I mit |x —y| < 0 erfillt ist.

Was ist der Unterschied zwischen den Definitionen 5.25 (bzw. 5.26) und 5.27, also
zwischen Stetigkeit und gleichméssiger Stetigkeit auf einem Intervall? Im ersten
Fall gibt es fiir jedes g € [ und € > 0 ein § > 0, so dass |f(z) — f(zo)| < €
fir alle z € I mit |x — x| < §. Der wichtige Punkt ist, dass § von xo abhéngen
kann. Insbesondere darf ¢ beliebig klein werden. Dies ist bei Funktionen wie 1/z
und sin(1/x) auf I =]0, 1[ der Fall: § muss immer kleiner gewihlt werden je néher
zg > 0 an 0 heran kommt. Die Definition von gleichméssiger Stetigkeit schliesst
diese Situation aus. Hier muss es ein § > 0 geben, das fiir alle x¢ € I funktioniert.

Bemerkung 5.28 Wenn f: I — R nicht gleichmissig stetig ist, dann gibt es ein
€ > 0, so dass man fiir jedes § > 0 zwei reelle Zahlen x,y € I finden kann, fiir die
|z —y[ <6 und |f(z) — f(y)| > € gelten.

Aquivalent dazu kann man (durch immer kleinere Wahl von § = 1, %, %, ...) zwel
Folgen (z,,), (yn) konstruieren, so dass
lim (2, —yn) =0, |f(zn) = f(yn)| 2 €, VR €N
n— oo
gilt. o

Dass eine Funktion stetig aber nicht gleichméssig stetig ist, kann auf abgeschlos-
senen Intervallen nicht passieren.

Theorem 5.29 Fine auf einem abgeschlossenen Interval I = [a,b], a < b, stetige
Funktion st gleichmdssig stetig.

Beweis. Der Beweis erfolgt per Widerspruch. Wir nehmen an, dass es eine Funktion
f: I — R gibt, die auf I = [a,b] stetig aber nicht gleichmiissig stetig ist. Wegen
Bemerkung 5.28 gibt es ¢ > 0 und Folgen (), (y,) so dass

1
éUmynE [a7b}7 |xn_yn‘ §E7 |f(wn)_f(yn)| 257 Vn € N.

Da x,, beschriankt ist, gibt es nach dem Satz von Bolzano—Weierstrass (Theorem
2.12) eine konvergente Teilfolge (z,,). Sei z = klim Zn,. Da I abgeschlossen ist,
—00

folgt « € I. Ausserdem gilt
1 k—o0
|ynk 7I| < |ynk 7Ink| + |Ink 7‘T| < Fk + ‘xnk 71‘| — 0.
Also gilt auch = = klim Yn,- Da f stetig in z ist, folgt daraus
— 00

Jim [f(n,) = f(ya,)] =0.

Dies steht aber im Widerspruch zu | f(z,,) — f(yn)| > e >0 firallen e N. 0O
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5.7 Wichtige Eigenschaften stetiger Funktionen

Man kann sich leicht am Graph einer stetigen Funktion auf einem abgeschlossenen
Intervall iiberzeugen, dass die Bildmenge wieder ein abgeschlossenes Intervall ist.

Theorem 5.30 (Hauptsatz iiber stetige Funktionen) Sei f: [a,b] — R
stetig. Dann gibt es m, M € R, so dass

f([a>b]) = [va]

Wir sagen, dass eine Funktion f : £ — F das Maximum M besitzt wenn M
das Maximum der Menge f(F) ist, d.h.,

fle)< M VxekFE, M € f(E).

Analog besitzt f das Minimum m besitzt wenn m das Minimum der Menge f(FE)
ist, d.h.,
fx)y>m VzekE, m € f(E).
Wir schreiben M = max f(z) und m = mig f(z). Gilt f(xy) = mbaw. f(zym) = M,
e xTE

so sagen wir, dass f sein Minimum bzw. Maximum in x,, bzw. z); annimmt.
Aus Theorem 5.30 ergibt die folgenden wichtigen Folgerungen.

Korollar 5.31 Sei f: [a,b] — R stetig. Dann nimmt [ sein Minimum m und
sein Maximum M in [a,b] an. Das heisst, es gibt Tp,xpr € [a,b] so dass
f(zm) =m und f(zp) = M und fir alle x € [a,b] gilt

m < f(z) < M.

Theorem 5.32 (Zwischenwertsatz [Théoréme de la valeur intermédiaire])
Sei f: [a,b] — R stetig und seien x1,x2 € [a,b]. Sei y eine reelle Zahl zwi-
schen f(x1) und f(xz2). Dann gibt es x € [a,b] mit y = f(z).

Beispiel 5.33 Wir stellen fiir das Polynom P(z) = 2% 4+ 2% + 23 — 1 die Frage, ob
die Gleichung
P(z)==z (5.2)

eine positive reelle Losung hat?
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Wir betrachten dazu f : R — R gegeben durch
flx)=Px)—z=a+2*+2° - 1—2.

Die Funktion f ist stetig und ausserdem gilt f(0) = —1 < 0 sowie f(1) =1 > 0.
Wenn wir nun den Definitionsbereich von f auf das Intervall [0, 1] einschrinken, so
gibt es nach dem Zwischenwertsatz einen Punkt zy € [0, 1] so dass f(zg) = 0, oder
P(IC()) = . &

Das folgende Theorem verallgemeinert die Beobachtung von Beispiel 5.33.

Theorem 5.34 (Fixpunktsatz von Banach*) Sei f: [a,b] — [a,b] eine Funk-
tion. Eine Losung der Gleichung

fla) =z

heifit ein Fixpunkt [point fize] von f. Wenn f stetig ist, dann hat f einen Fizpunkt.

Beweis. Setze g(x) = f(z) — . Dann ist g ebenfalls stetig auf [a,b]. Also gibt es
nach Theorem 5.30 reelle Zahlen m, M € R so dass

9([a,b]) = [m, M].
Aus der Beziehung f(a), f(b) € [a, b] folgt
m < g(b)=f(b)—b<0 und M > g(a) = f(a) —a > 0.

Dam <0 und M > 0 im Intervall von der Funktion g angenommen werden, gibt
es dank des Zwischenwertsatzes ein zo mit g(xg) = 0. Also folgt f(zg) = zo. 0O

Theorem 5.34 trifft keine Aussage iiber die Eindeutigkeit des Fixpunktes. Dies ist
auch — ohne stirkere Forderungen an f zu stellen — nicht moglich. Solche stérkeren
Forderungen werden wir im néchsten Kapitel behandeln.



