Kapitel 2

Folgen und Grenzwerte

Folgen von reellen Zahlen begegnen uns sténdig im Leben; der tégliche Franken-
Euro-Wechselkurs, die tédgliche Niederschlagsmenge, ... In diesem Kapitel werden
wir uns besonders damit beschiftigen wie sich eine iiber mathematische Regeln
beschriebene Folge langfristig verhélt: Pegelt sich die Folge nach einiger Zeit auf
einen Wert ein (Konvergenz?) oder wéchst sie unbegrenzt an (Beschrinktheit?).

2.1 Folgen

Definition 2.1 FEine Folge reeller Zahlen [suite de nombres] ordnet jeder
natirlichen Zahl 0,1,2,... eine reelle Zahl ag, a1, as, ... zu. Die gesamte Folge
wird mit (a,)5%, oder kiirzer mit (a,,), oder noch kiirzer mit a bezeichnet.

Eine Folge a heisst:
e konstant wenn es ein C' € R gibt, so dass a, = C fiir alle n =0,1,2,... gilt

(man schreibt auch a = C).

e beschrinkt wenn es Zahlen m, M € R gibt, so dass m < a,, < M fiir alle n =
0,1,2,... gilt. Entsprechend nennt man eine Folge nach oben beschrinkt
und nach unten beschrinkt.

e monoton wachsend [monotone croissante] wenn a,11 > a, fiir alle n =
0,1,2,... gilt.

e monoton fallend /monotone décroissante] wenn a,y; < a, fir alle n =
0,1,2,... gilt.

e strikt monoton wachsend bzw. strikt monoton fallend wenn a,,+1 > a,
bzw. an41 < a, fiir allen =0,1,2,... gilt.
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Im Alltag sind Folgen h#iufig periodisch gemessene Daten, wie zum Beispiel die
tagliche Mittagstemperatur in Ecublens. Im Gegensatz dazu werden wir in diesem
Kapitel nur Folgen betrachten, die iiber mathematische Regeln definiert sind. Einige
Beispiele:

e FEine Folge kann explizit gegeben sein:

1
an = .
n+1
Diese Folge ist strikt monoton fallend.
e FEine Folge kann rekursiv gegeben sein:
1
a():i, an_‘_l:Q*a.
Diese Folge ist strikt monoton fallend, wihrend
1
bO:]-a bn+1:2_a

konstant ist.

e Eine Dezimaldarstellung [représentation décimale] einer reellen Zahl r ist eine
Folge
+bg, b1babsbabsbg . . .
wobei jede Ziffer b; eine natiirliche Zahl zwischen 0 und 9 ist. Eine solche
Darstellung ergibt eine andere, monoton wachsende Folge rationaler Zahlen:
bl b2 bn—i—l

ag = b a—b—l—b—la—b—i———i——a =a, +
0 =00, a1 =00+ 75, @2 =00+ 75 F 7550 I+l = Gn T 00T

Die urspriingliche Zahl r ergibt sich aus r = sup{a; | ¢ € N}. Um die Darstel-
lung eindeutig werden zu lassen, verbietet man hiufig, dass die Folge (b,,) ab
einer gewissen Stelle nur noch aus Neunen besteht.

e Auch eine mathematisch definierte Folge kann keine explizite ,,Formel“ zulas-
sen: Zum Beispiel ist (p,,), wobei p,, die n-te Primzahl ist (pg = 2,p1 = 3,p2 =
5,...), eine strikt monoton wachsende Folge.

e Die Folge der Fibonacci-Zahlen ist rekursiv definiert:
apo=1 a1 =1, apya=an+anyi1.

Diese Folge wiichst sehr schnell an. Es ist moglich (aber nicht ganz so einfach)
eine explizite Formel fiir a,, zu finden:
Gy = —=

1+v5)" [(1-vB)"
NG 2 2 '
Bemerkung 2.2 Die Bildmenge {a, | n € N} einer Folge (ay) enthdlt nur einen

Teil der Information! Zum Beispiel haben die beiden Folgen

an = (—1)" firneN,  by=-1, by=1 firn>1,

1

das gleiche Bild aber nur die zweite ist monoton wachsend.
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2.2 Konvergenz und Grenzwerte

Definition 2.3 FEine Folge (a,) konvergiert gegen [converge vers] ar, € R
wenn fiir jedes (noch so kleine) € > 0 ein N = N, existiert so dass

laoo — an| < e fiir allen > N.

Wir nennen as, Grenzwert [limite] von (a,) und schreiben aoo = lim, o0 an,
n—oo
oder auch a,, — G-

Bildlich kann man sich Definition 2.3 als einen e-Schlauch um a., vorstellen. Aus
diesem kommt die Folge fiir geniigend grosse n nie wieder heraus. Besitzt eine Folge
keinen Grenzwert, so sagt man dass sie divergiert [diverge].

Im Prinzip kann man immer per Definition 2.3 nachpriifen, ob eine Folge kon-
vergiert. Dies ist mitunter recht umstindlich und soll nur fiir zwei Beispiele de-
monstriert werden. Im Verlauf der Vorlesung werden wir weitaus komfortablere
Konvergenzkriterien kennenlernen.

e Die Folge a, = 1/(n + 1) konvergiert gegen 0.

Nachweis: Fiir jedes € > 0 existiert eine natiirliche Zahl N so dass N +1 > %,
1

also 777 < €. Damit gilt fiir n > N:

1
<

0
<n+1 N+1

< €.

und es folgt lim, o, 1/(n+1) = 0.

e Die Folge ap = 2,a,41 = 2+ 1/a, fiir n = 1,2,... konvergiert gegen ao, =
1++/2.

Nachweis: Aus aoo = 2+ 1/ay, folgt

lan —aocl = |2+ 1/an-1—(2+1/aco)| = [1/an-1 — 1/ac|
|an71 - aoo| |an71 - aoo‘
lacol [an—1] 4 ’

da a,_1 > 2 fiir alle n und z,, > 2. Rekursiv angewandt ergibt diese Unglei-
chung

‘an—l - aoo| |an—2 - aoo| |a0 - aool 1 nsoo

1 s— e SsosTm o s@p 0
und damit konvergiert a,, gegen .
Bemerkung: Diese Folge ist ein Paradebeispiel dafiir, wie man aus einer Glei-
chung « = f(x) eine Folge x,,41 = f(x,) gewinnen kann. Unter Umsténden
(die im Verlaufe der Vorlesung noch gekldrt werden) konvergiert diese sogar
gegen eine Losung von x = f(x)! Solche Gleichungen nennt man Fixpunkt-
gleichungen und die dazugehorige Folge Fixpunktiteration.

|an _a/oo| S
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Einige weitere Beispiele:

e Die Folge a,, = ¢ fiir eine reelle Zahl g konvergiert gegen 0 wenn |g| < 1. Sie
divergiert wenn |¢q| > 1. Wenn ¢ = 1, dann konvergiert sie gegen 1 und wenn
q = —1, so divergiert sie.

e Die beiden Folgen der Bemerkung 2.2 sind beschrénkt, aber a,, divergiert und
b, konvergiert!

e Die Folge a9 = 1, a, = q% fir n = 1,2,... und eine reelle Zahl ¢ > 0
konvergiert gegen 0 wenn ¢ = 0, und gegen 1 andernfalls.

e Die Folge ag =1, a, = nw fiir n = 1,2,... konvergiert gegen 1.
e Die Folge (a,) rekursiv gegeben durch
a9 =¢q, anpy1 =2—1/a, fir eine gewisse reelle Zahl ¢ € R
kann nur gegen eine Zahl a., konvergieren, die
oo =2 — 1/as

erfiillt, also gegen ao, = 1. Aber es muss noch fiir jedes ¢ verifiziert werden,
ob sie nun tatséchlich konvergiert.

Konvergente Folgen kénnen nicht unbeschrankt wachsen.

Lemma 2.4 Sei(x,) eine Folge die gegen xo, konvergiert. Dann ist (z,,) beschinkt.

Beweis. Wihle ¢ = 1. Mit der Definition 2.3 gibt es eine (grosse) Zahl N € N so,
dass fiir alle n > N die Ungleichung |2,, — 25| < 1 gilt. Also gilt

|Zn| = [Too = (Too — Tn)| < [Too| + [T — Too| < |Too| + 1,

fiir jedes n > N. Setzen wir M = max{zg, Z1,...,ZN, |Zoo|+1}, so gilt also |z,,| < M
fiir alle n € N (damit ist M, —M obere/untere Schranke der Bildmenge von (z,,)).
O

2.2.1 Rechenregeln fiir Grenzwerte

Arithmetische Operationen (Addition, Multiplikation, ... der Folgenglieder) ziehen
(fast) immer die entsprechenden Operationen mit den Grenzwerten nach sich. Man
muss nur ein wenig bei der Division aufpassen.

Die folgenden Regeln gelten fiir zwei gegebene Folgen (a,), (by).

1. Wenn beide, (ay,), (by), konvergieren, so konvergieren auch die Folgen (a,+b,)
und (a, — by,). Es gilt

lim (a, + b,) = lim a, + lim b,, lim (a, — b,) = lim a, — lim b,
n— o0 n— oo n— oo n— o0 n— oo n— o0
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2. Wenn beide, (a,), (by), konvergieren, so konvergiert auch die Folge (a, - by)
und es gilt
lim (a, - b,) = lim a, - lim b,
n—roo n—oo n—oo
3. Wenn beide, (ay,), (by,), konvergieren, alle b,, verschieden von Null sind, und
lim b,, # 0, so konvergiert auch die Folge (‘;—:), und es gilt

n— oo
lim a,
. an n—00
lim — = —
n—oo by, lim b,
n— o0

4. Wenn beide, (a,), (b,), konvergieren, und es ein N € N gibt, so dass fiirn > N
gilt
an < by
Dann gilt auch

lim a, < lim b,
n— o0 n—oo

Wichtig ist, dass auch wenn a,, < b, fiir alle n € N gilt, sie doch den gleichen

Grenzwert haben kénnen: lim a, < lim b,.
n—oo n—oo

Rationale Ausdriicke. Mit der Quotientenregel lassen sich Grenzwerte rationaler
Fuktionen leicht ausrechen. Zum Beispiel

2n3 —n +4 . o n3(2-n"2+4n73)
im ————— = lim
nvoo 4n3 +2n2 — 1 noo n3(4 4201 —n=3)

. 2—n"244n3 1
= lim — =—
n—oo 4 +2n~1—n=3 2
Allgemein gilt fiir die Ausdriicke
_agtan+---+apn?
~ bo+bint e+ byna’

n n €N

mit ap, # 0, by # 0 und so, dass der Nenner keine ganzzahlige nicht-negative
Nulstelle hat, folgendes. Ist

e p < g so konvergiert (z,) mit z, —3 0,
e p > g so divergiert (z,),
n—,oo a

e p = g so konvergiert (z,) mit z, — e

Bemerkung 2.5 Es gibt natirlich noch weitere Rechenregeln fiir Grenzwerte, die
wir insbesondere im Zusammenhang mit rellen Funktionen noch kennen lernen wer-
den. Beispiele dafiir sind

o Fulls x, =% 200 dann folgt aus der umgekehrten Dreiecksungleichung und
Def. 2.3 auch |z,] =3 |zs0].
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o Fulls z, =3 #oo und z, > 0 fiir alle n € N, dann folgt &/Z, "= /Tes fiir
k € N mit k # 0. Nachweis. Wir nutzen

a0 =(a—b)(a" T+ a2+ abP T2 Y, a= Yo, b= YT,
im Fall x5 > 0. Dann folgt

| — Too [T — Tool

k/ _ K/ —
‘ Ln IDO| - k—1 k—2 k—2 k—1 < k—1 )

[nF 4+ Zn® ZToo+ -+ Tod Ty + TE

woraus Konvergenz folgt. Ist xo = 0, so haben wir mit der Definition der
Konvergenz von (x,) schon x, < & fir e > 0 und n > N. Dann folgt
¥, <e firn> N ebenfalls wegen der Monotonie der Wurzel.

2.2.2 Konvergenzkriterien fiir Folgen

Bei der Konvergenzanalyse von Folgen sind die folgenden drei Fragestellungen von
Interesse:

Existenz: Hat eine gegebene Folge einen Grenzwert?
Eindeutigkeit: Wenn es einen gibt, ist er dann eindeutig?
Konstruktion: Wie finde ich den Grenzwert?

Am einfachsten ist die Frage nach der Eindeutigkeit zu beantworten.

Theorem 2.6 (Eindeutigkeit des Grenzwertes fiir Folgen) Wenn eine Fol-
ge (an) gegen aoo und al, konvergiert, so gilt a, = al.

Beweis. Der Beweis erfolgt per Widerspruch. Under der Annahme ao, # al_ ist
§ = |acs — al| > 0. Setze € := £6 > 0. Dann gibt es zu € natiirliche Zahlen N, N’
so dass fiir alle n > max{N, N’} die Ungleichungen

lan — aso| < &, la, —al | <e

erfiillt sind. Damit folgt
/! !/ !/ 2
§ = |aoo — a5o| = oo — ap + apn — aly] < oo — an| + |an — ab| < 56.
Ein Widerspruch! Also muss ao, = al, gelten. 0O

Eine konvergente Folge ist beschrankt, wihrend eine beschriankte Folge aber nicht
unbedingt konvergieren muss.

Ist aber nun eine Folge monoton und beschrankt, so bleibt ihr gar nichts anderes
iibrig als gegen einen Grenzwert zu konvergieren.

Theorem 2.7 (Konvergenz monotoner Folgen)

e Fine monoton wachsende Folge konvergiert genau dann, wenn sie nach oben
beschdnkt ist.
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e FEine monoton fallende Folge konvergiert genau dann, wenn sie nach unten
beschdnkt ist.

Beweis. Wir beweisen die Aussage fiir monoton wachsende Folgen, sei also ()
eine solche Folge. =: Ist (z,) eine konvergente Folge, so wissen wir sie ist auch
beschrinkt. <: Ist (x,,) nun nach oben beschrénkt, so gibt es 2o, = sup{z, | n € N}
und wir behaupten das ist der Grenzwert. Sei € > 0, dann ist aber x,, — ¢ keine
obere Schranke und wir wissen es folgt: Es gibt ein N € N mit z, —e < xx. Wegen
der Monontonie ist

Too —E< Ty < To, VNn>N.

Das ist genau die Definiton der Konvergenz. 0O

Genauer konvergiert also eine (nach oben beschrinkte) monoton wachsende Folge
(z5,) gegen das Supremum sup{z, | n € N} und eine (nach unten beschrénkte)
fallende Folge gegen das Infimum.

Manchmal lassen sich fiir eine gegebene Folge zwei einfachere Folgen finden (fiir die
man den Grenzwert kennt), welche die Folge immer mehr “einengen” bis ihr nichts
anderes iibrig bleibt als auch gegen den Grenzwert zu konvergieren.

Theorem 2.8 (Kriterium der zwei Polizisten fiir Folgen) Gegeben seien zwei
Folgen (ay), (¢,) die beide gegen r € R konvergieren. Sei N € N so dass fiir jedes
n>N

an < by < cp

gilt. Dann konvergiert auch (by,) gegen .

Theorem 2.9 (Quotientenkriterium fiir Folgen [Critére d’Alembert]) Gegeben

sei eine Folge (ay) so dass an # 0 fir alle n € N. Wir betrachten die Folge (qy,) der
Quotienten

an+1
an

dn =

und nehmen an, dass diese Folge (q,) gegen g~ konvergiert.

<1 dann konvergiert (a,) gegen 0,
Wenn ¢oo >1 dann  divergiert (ay),
=1 dann ldsst sich nichts sagen iiber (ay,).

Als Beispiel fiir das Quotientenkriterium betrachten wir die Folge a, = 2. Wir

n!
haben " \
A ! 2
lim 224 — LGRS

1 Y — = l1m
n—oo  Qy, n—oo (n+ 1)12"  nocon+1

Also konvergiert (a,) gegen 0.

2.2.3 limsup und lim inf

Eine beschrinkte Folge (x,,) konvergiert nicht notwendigerweise. Wir kénnen aber
aus (z,) zwel neue Folgen

Yn, = inf {2, | M > n} Zn = sup {xy, | m > n} (2.1)
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bilden. Die Folge (y,,) ist monoton wachsend, wéhrend (z,,) monoton fallend ist. Es
gilt ausserdem
Yn < Tp < Zn- (2.2)

Da beide Folgen beschréinkt sind, konvergieren sie geméss Theorem 2.7. Dies erlaubt
die Definition von liminf [limite inférieure/ und limsup [limite supérieure]:

liminf z, := lim y,, limsupx, := lim z,.
n—oo n—oo n—oo n—oo

Theorem 2.10 Sei (z,,) beschrinkt. Dann konvergiert (z,,) genau dann, wenn

lim inf x,, = lim sup z,,.
n—o0 n— oo

2.2.4 Teilfolgen

Wie oben gesehen kann man aus einer Folge (z,,) eine neue bilden, in dem man nur
einen Teil der Indizes auswéhlt.

Definition 2.11 Eine Folge (x,, )ik>0 heisst eine Teilfolge [sous-suite] der Folge
(Tn)n>0, falls dir Folge (natirlicher Zahlen) (ng)k>0 streng monoton wachensend
15t.

Theorem 2.12 (Konvergenz von Teilfolgen) FEine Folge (x,) konvergiert ge-
nau dann, wenn jede ihrer Teilfolgen konvergiert.

Beweis. < : Wenn jede Teilfolge von (x,,) konvergiert, so gilt das auch fiir (z,, )
mit ny = kund k& € N also die Folge selbst. = : Sei lim,,_so Z,, = T, der Grenzwert
von (z), also fiir jedes € > 0 gibt es ein N € N mit |z, — 2| < € falls n > N. Fiir
jede Teilfolge (zy, )r von (z,), ist (ng)r streng monoton wachsend, also gibt es ein
K € N mit ng > N falls £ > K. Fiir solche ny, folgt dann |z,, — 2| <e. 0O

Fiir beschréankte Folgen ist das folgende Resultat ein Kriterium um die Existenz
von konvergenten Teilfolgen nachzuweisen.

Theorem 2.13 (Satz von Bolzano-Weierstraf3) Jede beschrinkte Folge hat ei-
ne konvergente Teilfolge.

Wir wollen ein Beispiel sehen und zwei Bemerkungen machen.

e Sei () die Folge mit z, = (—1)"” und n € N. Wir wissen, dass diese Fol-
ge nicht konvergiert aber offensichtlich beschréinkt ist. Nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrass gibt es mindestens eine konvergente Teilfolge: Hier ist
klar, dass zop = (—1)?* = 1 und 29,1 = (—1)2**' = —1 als konstante
Teilfolgen jeweils gegen +1 konvergieren.

e Man braucht fiir den Satz unbedingt, dass (x,) beschridnkt ist. Denn z,, =
(=1)™ - n hat zum Beispiel nur divergente Teilfolgen.
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e Wenn (z,) nicht beschrénkt ist, so kann es natiirlich aber trotzdem konver-
gente Teilfolgen geben. Denn

1

n n gerade
Tn =< _
n n ungerade

hat zum Beispiel die Teilfolge zor11 = aber (x,) ist nicht nach oben

beschrankt.

_1
2k+1

2.2.5 Cauchy-Folgen

Definition 2.14 FEine Folge (x,) heisst Cauchy-Folge [suite de Cauchy/
wenn es fir jedes € ein N € N ¢ibt so dass

|Tn — xm| < e fiir alle n,m > N.

In allgemeineren Situationen (allgemeiner als R) ist die Definition der Cauchy-Folge
viel schwicher als Konvergenz. Im R gibt es keinen Unterschied.

Theorem 2.15 (Cauchykriterium fiir Folgen [Critére de Cauchy]) FEine Folge
(zn,) konvergiert genau dann wenn sie Cauchy-Folge ist.

Beweis. “=": Sei zuniichst (z,) eine konvergente Folge mit Grenzwert z,. Sei
weiter ein € > 0 gegeben. Dann gibt es zu ¢ ein N € N so dass fiir jedes m,n > N
sowohl |z, — | < %€ als auch |z, — 20| < 3¢ gelten. Aus

[T — Zn| = |[Tm — Too + Too — | < |Th — Too| + |2 — 20| <€,

folgt, dass (z,) Cauchy-Folge ist.
“<”: Sei nun (x,) eine Cauchy-Folge. Zunichst zeigen wir, dass sie beschrankt
ist: Zu € = 1 gibt es Ny, so dass fiir alle n > Ny

[tn —aN, [ <€

gilt. Gemiss dem Satz von Bolzano-Weiertrafi (Theorem 2.13) gibt es also eine
konvergente Teilfolge (x,, ) und wir setzen oo = limy_, o0 Tp,. Laut der Definition
(der Konvergenz und der Cauchy Eigenschaft) gibt es zu ¢ > 0 nun N, K € N so,
dass
1

5" |2y — Too| < 5¢
wenn n,m > N und & > K. Nun sei [ € N, [ > max{N, K}, also wegen n; > [
(strikt monoton) auch

| — 2m| <

1
|Tr — Too| < |Xp — Ty | + |Tn, — Too| < 2(55) =€
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firn>N. 0O

Das Cauchy-Kriterium ist kein einfach zu handhabendes Kriterium und sollte
nur eingesetzt werden wenn andere Kriterien zu keinem Ergebnis fithren!

Beispiel 2.16 Wir betrachten (z,,) mit z, =Y ,_, (_k—?k, also

1 14+ L 1+ ! !

1 =—1, 29 = — —, x3 = — — - ...

! 2 g 8 27

Die ersten beiden Kriterien sind hier weniger praktisch und das Quotientenkriterium
liefert lim,, o ¢, = 1 (Erinnerung lim,, . |a,| = | lim, e anl ).

Es folgt aber fiir alle m,n € Nmit m >n > 1

—1)ym _1m71 _1n+1
|1’n—1'm|: (mg +Em11)3+..~+gn_21)3|
<l(i+;+...+#)
“n'm?  (m-—1)2 (n+1)2
<l(1+i+i+...+;+i><z
n 22 32 (m—1)2 m2’ ~n

das heisst wir miissen nur n > % wéhlen und aus dem Cauchy-Kriterium (Theorem
2.15) folgt die Konvergenz von (z,). In der letzten Ungleichung benutzen wir, dass
fiir k > 2 stets gilt k% < m = ﬁ — % und die Summe Z;’;Qﬁ =1- %,
falls m > 2.

2.3 Summen und Produkte

Wir benutzen die Symbole >, [] um Summen und Produkte darzustellen. Seien
dafiir die rellen Zahlen a; gegeben, wobei m < k < n und m < n zwei ganze Zahlen
sind. Dann

n
§ ak:am+am+l+am+2+"'+an71+ana
k=m

n

H A = Qm * Qm41 " Am4-2 **** * Qp—1 * Qp.

k=m

Fiir den Fall, dass m > n definieren wir formal die leere Summe (leeres Produkt)
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Generell gelten einfache (natiirliche) Rechenregeln wie zum Beispiel
2ow=2 o
k=m k=m
DITES IS

und die so genannte Indexverschiebung fiir ein beleiebiges ¢ € Z

M:

ag, m<m<n
+1

(a’k + bk)v

7 I

k

I
3

n+4

Z ar= Y s
k=m+¢
2.4 Die vollstindige Induktion

Nebem dem Widerspruchsbeweis ist das Prinzip der vollstéandigen Induktion [raison-
nement par récurrence] eine wichtige Beweismethode. Zugrunde liegt das folgende
Resultat.

Theorem 2.17 (Prinzip der vollstindigen Induktion) Sei ng € N und A(n)
eine Aussage, die fir alle natirlichen Zahlen n > ng wahr oder falsch sein konnte
(sinnvoll formuliert ist). Wir fordern, dass folgende zwei Bedingungen erfillt sind

e Die Aussage A(ng) ist wahr,

o FEs gilt fir alle n > ng: Ist die Aussage A(n) wahr, so ist auch die Aussage
A(n + 1) wahr.

Dann ist A(n) eine wahre Aussage fiir alle n > ng.

Wenn wir diese Methode benutzen wollen, so miissen wir also folgende Schritte
nachpriifen.

1. Induktionsanfang: Zeige das A(ng) eine wahre Aussage ist.

2. Induktionsschritt: Zeige, dass wenn wir n > ng festhalten und fordern dass
A(n) wahr ist (Induktionsvoraussetzung), dann folgt auch A(n + 1) ist
eine wahre Aussage (Induktionsbehauptung).

Aus Theorem 2.17 folgt dann, dass A(n) wahr ist fir alle n > ng, was manchmal
auch der Induktionsschluss genannt wird.

Beispiel 2.18 Wir beweisen die binomische Formel [formula du binéme]
(a+b)" = kZ_O (Z) a*b" %, mneN

wobei a,b € R reelle Zahlen sind und fir n,k € N sei (Z) = (n%k'),k, der Bi-
nomialkoeffizient [coefficient binomiall. Sei also A(n) die Aussage (a + b)™ =
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Sio (1)a*b"=* und fir den Induktionsanfang priifen wir den Fall n = 0. Also
(beachte es ist 0! = 1 definiert)

== (=3 (),

k=0

daher stimmt A(0). Im Induktionsschritt nehem wir an es gilt A(n), das heisst
(a4 b)" = > (R)a*b"=*, fir ein festes (aber mich niher bestimmtes) n € N
(Induktionsvoraussetzung, 1V). Dann gilt

(@+b)™' =(a+b)-(a+b)"

= (a+0)- (i: (Z) aFo" k)
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Das zeigt nun die Induktionsbehauptung und nach Theorem 2.17 folgt, dass die
binomische Formel fiir alle n € N giiltig ist.

2.5 Die Euler’'sche Zahl ¢

In diesem Unterabschnitt untersuchen wir zunéchst die Zahl e, benannt nach dem
Schweizer Mathematiker L. Euler (1707-1783). Diese Zahl kann nicht als Losung
einer algebraischen Gleichung (Polynom mit rationalen Koeffizienten = 0) definiert
werden. Man sagt, sie ist transzendent. Eine Moglichkeit, e zu definieren, ist:

. \"
e= lim <1+> = 2.71828.... (2.3)
n

n—oo
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Im Folgenden zeigen wir, dass diese Folge tatséchlich konvergent ist. Dazu werden
wir die binomische Formel aus Beispiel 2.18

(a+b)" = zn: (Z) a"F bk (2.4)

k=0
benutzen.
Theorem 2.19 Die Folge a,, = (1 + %)n ist monoton wachsend und beschrinkt,
also konvergiert sie.

Beweis. Die Formel (2.4) ergibt fiir « = 1 und b = 1/n die Beziehung

1\" . n! 1 -1
1+-] = SRR E N N L
( +n> Z(n—k)!k:! nk zkz!(n—k)!nk
k=0 k=0
1ln-(n=1)---(n—k+1)

k! nk
k=0

_ 1 n (n—l)“.(n—k—I—l Z

k:' n
k=0
Nun konnen wir entweder sagen k, < Qk - fir k> 1 und Zm 0 2m < 2, oder wir
benutzen 4 < k(k ) fiir k£ > 3, also
1 1 1 1 1 1 1
<4 = 4=
<10l Z E—D o tutataTy

k=

durch eine Partialbruchzerlegung. In jedem Fall erhalten wir (1 + %)n < 3 und die
Folge (a,,) ist somit beschrinkt.

Fiir den Nachweis der Monotonie bemiihen wir noch einmal die binomische Formel:

Iln (n—-1) (n-k+1)

Ay, -

kl'n n n
k=0
"1 0 1 k—1
= > =) )1
k=0
"1 0 1 E—1
< (1= —— ). (1= (1 —
- kzzok!( n+1)( n+1> ( n+1)
n+1
1 0 1 k—1
< — (11— —)-(1— - (1= = Gp41-
- ;}k“( n—l—l)( n—l—l) ( n—i—l) Int1

Die Konvergenz folgt also aus dem Monotoniekriterium Theorem 2.7. 0O

Die Folge (a,,) konvergiert extrem langsam gegen e; probieren Sie diese einmal selbst
auf dem Taschrechner oder Computer aus!
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2.6 Der Fall lima, = ¢

Unter den divergenten Folgen zeichnen sich noch einige aus, von denen wir sagen,
sie gehen gegen unendlich.

Definition 2.20 Gegeben sei eine (divergente) Folge (ay).
e (a,) geht gegen oo, geschrieben

lim a, = oo,
n—oo

wenn fiir jedes M € R eine natiirliche Zahl N = Ny existiert, so dass a, > M
fiir alle n > Ny gilt.

e (a,) geht gegen —oo, geschrieben

lim a, = —o0,
n—o0

wenn fir jedes M € R eine natiirliche Zahl N = Ny, existiert, so dass a, <
—M fiir alle n > Ny gilt.
Einige Beispiele:
e Die Folge (a,); a, = (—1)"-n ist divergent, geht aber weder gegen +oo noch

gegen —oo.

e Die Folge (ay); a, =n ist divergent und nicht-monoton, geht jedoch

gegen —+00.

1000
+ n

e Die Folge (a,); an, =n+ (—1)" - n ist divergent, geht aber weder gegen +oo
noch gegen —oo.

e Die Folge (an); an = 2n+ (—1)" - n ist divergent und nicht-monoton, geht
jedoch gegen +o0.
2.6.1 Rechenregeln
Es gelten fast alle vertraute Rechenregeln, zum Beispiel fiir zwei Folgen (z,), (yn)
e Wenn lim,,_, oo @, = 400 (—00) und (y,,) ist beschrinkt, so gilt
ILm (T + Yn) = +00 (—00).
e Wenn lim, o0 ,, = 400 (—00) und (yy,,) ist so, dass es ein N € N gibt mit
Yn > Tn (Yn < @) fir n > N, dann gilt lim, 0 yn = +00 (—00).

e Wenn lim,, o 2, = 400 (—00) und (y,,) ist so, dass es ein N € N und @ > 0
gibt mit y,, > « fiir n > N, dann gilt lim,, o T, - Yy = +00 (—00). Genauso:
Gibt es < 0 mit y,, < S fiir n > N, dann gilt lim,, o0 Zp, - Y = —00 (+00).

e Wenn z,, > a > 0 fiir n > N und lim,,_, y, = 0 so, dass y, > 0 fir n € N,
dann gilt lim,, .. ;—" = +o00. Genauso: Wenn z,, < 8 < 0 fiir n > N, dann
gilt lim,, oo z = 0.




