SERIE 11 — Analyse I (Allemand). Abgabe: 02.12.2024

(A1) Multiple Choice

a) Betrachten Sie eine beliebige Funktion f : [0,1] — R mit f(0) = 1 und
f(1) = 3. Ist dann die folgende Aussage richtig? Fiir jede reelle Zahl y mit
1 <y < 3 existiert = € [0,1] mit y = f(z).

O wahr (O falsch

b) Die Funktion f: R — R

sin (L), z#0
- {0 50

ist im Punkt zg = 0 differenzierbar.

O wahr O falsch

¢) Gegeben seien die Landau Symbole wie in der Vorlesung.
e Seien f,g: R — R zwei Funktionen.
— Wenn f(c) = o(h), dann gilt auch f(h) = O(h) fiir h — 0.
O wahr (O falsch
— Wenn f(h) = O(h), dann gilt auch f(h) = o(h) fiir h — 0.
O wahr (O falsch

— Seien p und ¢ reelle Zahlen mit p,q > 0. Wenn p < q, f(h) = o(hP)
und g(h) = o(h9), dann gilt f(h) + g(h) = o(hP) fiir h — 0:.

O wahr (O falsch

e Die Funktion f: (—=1,1) = R mit f(z) = %
erfiillt f(z) = O(2?) fiir  — 0.

O wahr (O falsch

d) Jede stetige Funktion f : I — R ist fiir jeden Punkt aus dem offenen Intervall
I C R differenzierbar.

O wahr O falsch

e) Jede stetige und strikt monotone Funktion f : I — R ist fiir jeden Punkt
aus dem offenen Intervall I C R differenzierbar.

O wahr QO falsch

f) Sei I ein offenes Intervall. Es gibt eine Funktion f : I — R die auf I stetig
aber nirgendwo in I differenzierbar ist.

O wahr O falsch

g) Betrachten Sie die zwei Funktionen f(x) = sin(x) 4 cos(z) und g(z) = z.

Dann folgt aus

/ —
lim (x _ cos(z) — sin(x) _1
z—0 g'(:[’ z—0 1
dass
) flx) sin(z) + cos(x) _1
z—0 g(-T ;) T -
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O wahr O falsch

h) Seien f,g: R — R gegeben durch

fl@)=a*,  g(z)=2".
Dann existiert ein ¢ €] — 1, 1], so dass

f)=f=1) _ fo)
9(1) —g(=1)  g'(c)
O wahr O falsch

i) Sei f eine stetige Funktion auf [a,b] und differenzierbar auf ]a, b].

e Wenn f/(x) > 0 fir alle z €]a,b[, dann ist f monoton steigend auf
[a, b].

O wahr () falsch
e Wenn f monoton steigend auf [a, b], dann ist f'(z) > 0 fiir alle z €]a, b].
O wahr (O falsch

e Wenn f strikt monoton steigend auf [a, b], dann ist f'(z) > 0 fiir alle
x €la, b|.
O wahr (O falsch

e Wenn f/(x) > 0 fiir alle x €]a, b[, dann ist f strikt monoton steigend
auf [a, b].

O wahr () falsch
Seien f, g differenzierbar auf R mit ¢’(x) # 0 fiir alle z € R.

!
e Wenn f(a) = g(a) =0 fiir a € R, dann gilt lim @) = f/(a).
a=a g(z)  g'(a)
O wahr () falsch
/
e Wenn lim (@) nicht existiert, dann existiert auch lim @ nicht.
z—o0 g'(z) z—o0 g(x)

O wahr () falsch

(A2) Produktregel

a) Seien f,g,h : E — R drei in g € E differenzierbare Funktionen, wobei
E C R eine offene Teilmenge ist. Es kann dann gezeigt werden, dass f-g-h
ebenfalls in zy differenzierbar ist. Finden Sie nun eine Darstellung von

(f-g-h)(wo) mittels f(xo),g(z0), h(zo) und f'(x0), 9 (x0), b’ (z0).
b) Sei n € N mit n > 2 beliebig. Betrachten Sie n Funktionen
fi: E—=-REk=1,... n,
welche in zy € F differenzierbar sind, wobei F C R eine offene Teilmenge ist.

Es kann dann gezeigt werden, dass dann fi - f3 - - - f,, ebenfalls differenzierbar
ist in xg. Beweisen Sie folgende Darstellung mittels vollstdndiger Induktion

(freforooo fu) (o) = D fr(@o) - .. fu1(xo) - fi(wo) - frra(wo) - .. fulxo)-
k=1

(A3) Extremwerte

a) Bestimmen Sie die Extremstellen der Funktion f : R — R gegeben durch

f(x) =2 4+ 52% + 32 + 6.



b) Untersuchen Sie die Funktion f : [-5,5] — R gegeben durch
f(x) = Vl]z? — 2]

auf: Nullstellen, Stetigkeit, Differenzierbarkeit, lokale und globale Extrema.

¢) Eine Firma ldsst Kisten mit folgenden Spezifikationen herstellen: Die Kisten
sollten ldnger als breit sein, die Summe der Breite und der halben Lange
darf nicht mehr als 8 m sein und die Hohe darf hochstens 60 cm betragen.

Wie miissen die Dimensionen (Hohe, Breite, Linge) gew#hlt werden, damit
der Inhalt der Kiste maximal wird?

(A4) Grenzwerte von Funktionen

Benutzen Sie die Regel von ’'Hopital, um folgende Grenzwerte zu berechnen.
Denken Sie daran, stets zu iiberpriifen, ob die Bedingungen des Satzes erfiillt

sind!
oet—1 1 1
1 i - -
2) 250z d) }gr%)exp (x log(z + 1))
b) lim z —sin(z) e) lim(1+ aurctaun(a:))é
-0 1 — cos(x) 50

T — arcsin(xz
¢ lim 2@

r—1— \/]_ — X

Hinweis zu d): lim, ¢ exp(f(z)) = exp(lim,—0 f(x)) wenn lim, o f(x) exi-
stiert.

(A5) Grenzwerte von Funktionen, fiir die die Regel von L’Hoépital
nicht anwendbar ist

In den folgenden zwei Fillen ldsst sich der Grenzwert nicht mit Hilfe der Regel
von L’Hépital berechnen. Begriinden Sie, wieso die Regel von L’Ho6pital nicht zur
Berechnung des Grenzwertes dient, und berechnen Sie die Grenzwerte.

: T . z? sin(%)
a) g;linolo V241 b) }/,IE)I%) z+sin(x)

(A6) Taylorpolynome
Gegeben sei die Funktion
f:10,2] = R, f(x)=sin(27rx)+ .
Seien py(z;,z) fiir i = 0,..,3 die Taylorpolynome erster Ordung von f in

den jeweiligen Punkten z¢p = 0, 1 = %, o =1 und x5 = % Sei P(x) eine
abschnittsweise definierte Funktion:

p1(xo, ) T € [0,%)

2 — p1(x1, ) T € [%,1)
P(e) = p1(z2, ) x € [1,%)
p1(xs3, ) z € [3,2]

1) Bestimmen Sie die Polynome p; (x;,z) fiir i =0, .., 3.

2) Ist die Funktion P im Intervall [0,2] stetig? Falls nicht, geben Sie die

Sprungstellen von P an.
2
2

3) Zeigen Sie, dass | f(z) — P(z)| < — fiir alle x € [0, 2] gilt.

w



