MUSTERLOSUNG 9 - Analyse I (Allemand)

(A1) Multiple Choice

(A2)

a) falsch. Gegenbeispiel: Sei z¢ = % und f gegeben durch

f(x){i_l ii[

Dann gilt lim,_, , - flz) = lim, o+ f(z) =1= f(3) aber in den Punkten
Ty = %(1 — n%rl) mit n > 1 hat f Sprungstellen. Wegen lim,, .. z,, = %

kann es dann keine solche Umgebeung geben.

I=

(1)

o= N

1=z =39)l n21

b) Die Aussage ist falsch. Da f im Punkt zy definiert ist, gilt: Die Funktion f
ist in 2o nur dann stetig, wenn lim,,_, - f(x) und lim,, .+ f(x) existieren
und ausserdem limm_m;r flx) = limm_ma f(x) = f(xo). Ein Gegenbeispiel
ist also f(0) =0, f(z) =1 fiir x € R mit = # 0.

¢) f ist nicht injektiv, da eine gerade Funktion, das heisst f(z) = f(—=x) fiir
alle z € R und

fl) . et

lim —* = lim
r—o00 I T —00 2

—1eR.

Hingegen ist f nicht surjektiv und limg;_, f/(% = +o0.

d) f ist stetig, aber weder surjektiv noch injektiv. Da lim,_,; f(x) = 0 hat f
eine stetige Fortsetzung f auf das Interval [1,2] mit f(1) = 0, f(z) = f(z)
sonst. Weiter ist f(z) < 0 fiir # € (1,2), also hat f ein Minimum und ist
nicht surjektiv. Da f(x) — 0 fiir x —» 1 und z — 2 jeweils von unten gegen
Null konvergiert kann die Funktion mit dem Zwischenwertsatz auch nicht
injektiv sein.

e) f ist injektiv da ungerade, das heisst f(z) = —f(—x) und f(zx) ist auf (0, 1]
strikt monoton wachsend und positiv. f ist zudem nur stetig fiir a = 0 und
b <1, da |sin(z)| < |z| und lim,_,o % =1.

Grenzwerte gegen Unendlich

Bestimmen Sie lim, 4o f(z) und lim,_, . f(z) fiir die Funktionen

a) f(z) =4a" — 1823 +9

hmw—)-‘roo f(-r) = oo und lim,_,_ f(g;) = —00 da
3 7 3 . 7 . 18 9
lim 42" —182° + 9= (lim z")(lim 4 — —+ —) =004
T—00 T—00 T—00 x4 27
b) f(z) = Vx + 122 — 222
limy 400 f(z) = —00 und lim, o, f(z) = —co da
1 12
i - i 2 i — _— = (=
xh—{go flx) = (IILH;OJJ )(mli}rréo 5t 2) =00 (—2)
8 — 42
) I =gy
limg 400 f(2) = —2 und lim, o f(2) = —3 da
. oz 55— —4
A= e ey Ty
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3 — 22+ 11
V1) =55

limg 400 f(2) = 0 und lim,_, o f(z) =0 da

+ :
. . x2 x4 x
Ihm flx)= mhm B 0

48
VIO
limy 400 f(2) = % und lim, o f(z) = :7% da
14+ 8
lim f(z) = lim ety _ 1
e e o 3 V2

8 4+ x — 4x2

V6 + x24T

—4

lim, 100 f(z) = 7 und lim, o f(z) = \_/—% da

f) flx) =

208 1 _ N
lim f(z)= lim vty =4 4

T—00 T—00 |£C|2 3:64 +%+7 ﬁ

Die Grenzwerte gegen —oo lassen sich jeweils analog bestimmen.

(A3) Stetigkeit mit Parameter

(A4)

Bei allen Aufgaben, miissen die Parameter so gewahlt werden, dass die ” Grenz-
werte an den Schnittstellen {ibereinstimmen”. Die Funktionen auf den einzelnen
Intervallen sind stets fiir alle a, b stetig. Der Begriff der links und rechtsseitigen
Grenzwertes wurde in der Vorlesung zum Zeitpunkt der Ubung noch nicht
eingefiihrt, daher wird er in der Losung ebenfalls nicht benutzt.

a) Damit die Funktion stetig ist, muss a?x — a fiir = 3 den Wert 4 annehmen.

Wenn a = —1 oder a = 4/3 (Nullstellen von 3a? — a = 4), ist f(z) fiir alle
z € R setig.

b) Es miissen gleichzeitig die Bedingungen 2-12+3a-1+b=4und a-(—1)—b =
2. (=1)% +3a- (—1) + b erfiillt sein. Dieses Gleichungssystem besitzt genau
eine Losung a = 3/4 and b = —1/4. Fiir diese Parameter ist die Funktion
stetig.

¢) Unabhénging von a ist sin(am0) = 0. Wir suchen also ein b € R, so dass
cos(m0 + br) = 0. Das ist erfiillt fiir alle b =k + 1/2 mit k € Z. Damit ist
die Funktion fiir alle

(a,b) € {(a,b) € R?*|b =k + 1/2 fiir k € Z}

stetig.
Stetige Fortsetzung
Sei f: (3,1)U(1,2) — R. Weiterhin sei f; : (1, 3) — R gegeben durch:

- {f(a:) fiir x € (%,1) U (1,%)7

a fir x = 1.

Bestimmen Sie, falls moglich, a € R, so dass fl (z) eine stetige Funktion auf
(1, 2) wird. Fiihren Sie dies fiir die folgenden Funktionen f(x) durch:

a) f(z)=c T

Wir setzen y = |z — 1| und erhalten dann

. . . 1
a=lime -1 = lim e v = 0.
z—1 y—0t



b) fle) = (@~ 1)eos (27 )

Wir setzen y = x — 1 und erhalten

. 1 , 1
lim (z — 1) cos () = lim y cos () .
z—1 z—1 y—0 Yy

Den dazugehérigen Grenzwert bestimmen wir mittels des Kriteriums der zwei
Polizisten fiir Funktionen. Wir suchen zwei Funktionen f, h : (%, %) — R,
welche den selben Grenzwert [ fiir y — 0 haben, und fiir welche eine
Umgebung existiert um = = 0, in welcher die Abschétzung

1
flz) < yCOS(;) < h(z)

gilt. Dann folgt, dass auch lim y cos (l> =1.
y—0 Y

Seien die zwei Funktionen definiert durch

f) =~y h(z)=y.

Auf dem ganzen Intervall (3, 2) gilt

1
fla)=-y< yCOS(;) <y = h().
Somit folgt aufgrund der Konvergenz
lim +y =0,
y—0

dass auch

1
lim y cos () =0.
y—0 Yy

Somit a = 0.

) fla) = T3

r“ —

Wir vereinfachen zuerst

?4+3z—-4 (z+4)(z—1) z+4

T2 —x r(z—-1)  z '’
und erhalten damit
o x4 3x—4 . ox+4
a:hmzizhm = 5.
r—1 €ré —x r—1 €T

d) f(z) = sin (ﬁ)

Wir setzen y = |« — 1| und erhalten

1 1
limsin [ — | = lim sin | — | .

z—1 <w/|a:—1> y—0+ <\/§>

Nun koénnen wir aber zwei Folgen konstruieren, die gegen Null konvergieren,
und deren Funktionswerte gegen zwei verschiedene Werte konvergieren. Seien

2 2
bn = L 9 Cn = ; 9 n 2 1
2mn 5 +2mn

1
lim sin ( ) = lim sin (27n) =0,

n—oQ

Es gilt

sowie

1
lim sin( ) = lim sin (E + 27rn) =1.
n— 00 /Cn n— 00 2
Somit existiert der Grenzwert lim,_,1 f(«) nicht. Daher gibt es kein a, fiir
das die Funktion f7 stetig wird.



(A5) Einseitige Grenzwerte

Bestimmen Sie die folgenden einseitigen Grenzwerte.
a) lim Vi VB VT3
z—3+ r2 -9
Wir erhalten
. VT—V3+Va+3 .
lim > lim = lim —————
z—3+ 2 -9 =3+ /22 —9 23t Vr—3vVr+3

= lim = lim — = .

z—3t /. — 3 y—0+ \/g

ve+3 va+3

1
b) lim /zsin <>
z—0t x
Wir wenden das Kriterium der zwei Polizisten fiir Funktionen an. Seien zwei
Funktionen f,h : [0,4+00) — R gegeben, die gegen den selben Grenzwert [
konvergieren in x = 0. Weiter soll gelten, dass

f@%§¢mm(;>§h@)

in einer Umgebung von x = 0. Dann folgt, dass auch +/z sin (%) gegen den
Grenzwert [ konvergiert in x = 0.

Seien f(z) = —v/x und h(z) = y/z. Dann gilt fiir alle z > 0

F(#) = —v/E < Vasin(2) < vz = h(z)

RS
Ausserdem gilt
lim 42 =0

z—0t1

Also gilt auch

lim +/zsin (1> =0.
T

z—0*t

. . 1/x
c) lim (sin(z
) x—0t ( ( ))
Wir betrachten den Grenzwert fiir z — 0. Wir kénnen daher annehmen,
dass 0 < < m und somit sin(z) > 0. Daher kénnen wir umformen

. 1/x
lim (sin(z))"/” = lim (6L0g<sm<x>>)

z—0t z—0t

— lim e(%Log(sin(z))).
z—0t

Aus sin(z) < z fiir 0 < < 7 ergibt sich durch die Monotonie des Logarith-
mus, dass log(sin(z)) < log(z). Somit erhalten wir

1 1 1 1
lim —1 i < lim =1 =_— lim =1 ) = —0r00 = —
Jm, 2~ log (sin(z)) < lim, —-log(z) = — lim, —log <x> coree = el
und daher

lim e(31o8Gin())) — g=00 _ .
z—0*t



