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MUSTERLOSUNG 7 - Analyse I (Allemand)

a) z =2 — 2i. Durch Umwandlung in die Polardarstellung und mit der Formel
von Moivre erhalten wir

1—/3i 3_ 1—vV3—i(1++3) ’
1+i B 2

= (\/5(008(%) + isin(%))3 = 2\/5005(%) + isin(g)

=2+2i

b) falsch. Gegenbeispiel f = sin(27z) ist auf diesen Intervallen surjektiv aber
nicht injektiv.

c) falsch. Gegenbeispiel f = 1 arcsin(z).

d) falsch. Eine monoton fallende Funktion kann {iber ein Intervall konstant
sein und somit kann es x1, xo geben, sodass f(x1) = f(x2), aber x1 # x5.

e) falsch. Gegenbeispiel: Es seien die Mengen E =G = H =R und F = [0, 0]
gegeben. Die Funktionen f(z) = 22 und g(z) = z sind mit dieser Definition
surjektiv. Wir kénnen ein y = —1 € H, wihlen und finden x = —1 € G,
sodass g(x) = y. Aber wir kénnen kein w € F finden, sodass

flw) =w*=—-1=n2.

Somit ist die Komposition nicht surjektiv.

f) richtig. Aus der Injektivitit von g folgt aus g(f(z1)) = g(f(z2)), dass
f(z1) = f(x2). Aus der Injektivitit von f folgt dann wiederum, dass
T1 = T3, so dass die Komposition ebenfalls injektiv ist.

g) richtig. Da f und g bijektiv sind und der Wertebereich von f gleich dem
Definitionsbereich von g ist.

(A2) Komplexe Zahlen

(1) Losen Sie nach z € C auf. Falls mehrere Losungen existieren, geben Sie alle
an.

a) e =-3-2i
Die Losungen von e* = —3 — 2i sind gegeben durch z = Log (—3 — 2i) . Diese
Gleichung ist erfiillt fiir
z = Log| — 3 — 21| +i(arg(—3 — 2i) + 27k), k€ Z.

In Polarform ist —3 — 2i gegeben durch

. -3 -3
—3—2i = pe'?, wobei p=|—3 —2i|] = V13 und ¢ = Arccos (> = Arccos ()
p p= =V @ 5 iR

Es gilt arg(—3 — 2i) = ¢, und daher sind alle Losungen gegeben durch

2z, = Log(V13) + i <Arccos <\/%> + 27rk>

_ Log(13) . (3
=5 +1i (77 Arccos (\/ﬁ> + 27rk)
Log(13)

- +i (— Arccos (\;%3) + 7 (2k + 1)) , kel



Es gibt also unendlich viele Losungen dieser Gleichung! Die Lésungsmenge

lautet
€ {Log2(13) +1i ( Arccos (\/%) + ka) ‘ ke Z}

Wir schreiben 3% mit der Exponential- und Logarithmusfunktion als

3 =9

37 = (eLog(3))z — eLog(3)‘z

Also folgt

3F=9=ele® =9
= zLog(3) = Log(9) +i2nk, keZ:

Somit ist

Log(9) + i27k

=
Log(3)

Log(3-3) . 27k
= keZ

Tog(®) = Log®) =
2Log(3) i27rk
Loa(3) ' Tog(3)’

kelZ

Es gibt also unendlich viele Losungen dieser Gleichung und die Losungsmenge
lautet ok
m
24i———= |k€eZ
“° { " Log(3) ’ - }

COs z = \/§

Wir benutzen die Darstellung cos z = eiz+2€7iz . Damit folgt

cosz = V2 < e + e =22
é eiz(eiz +e—iz> — eizQ\/i
2iz iz—iz _ iz —
= e te e#2v/2 =0
e0=1
= P _2V2e +1=0

w=e'?

— w?—2V2w+1=0.

Die Losungen dieser quadratischen Gleichung sind durch die Mitternachts-
formel gegeben durch

2v/2 +1/(2v/2)2 —
N 2
Die Riicksubstitution ergibt somit e’ = w = (\@ + 1). Damit erhalten wir

4
=V2+1.

w

iz = Log(vV2+1)
=Log(V2+1)+i2rk, keZ

woraus das Resultat folgt
z = —i(Log (V2+1)+i27k) = 2kr —iLog (V2+1), keZ.

Auch hier gibt wieder unendlich viele Losungen und die Losungsmenge
lautet

ze{zwkiLog(\fQﬂ)'kez}



d)

23 =232

z

In Polarform haben wir

3 _ 2€3+i2

& 23 = 2e3¢!

us
2

x ; T
23 = 2315 £ pe'? = p=2e3 p= 5

Laut der Formel von Moivre sind die n Zahlen

2 2
wr = /p |:COS (W) +isin (WC>:|

= W@l

(

pt2mk

n

), k=0,1,...n-1

allesamt n-te Wurzeln von w = p(cos ¢ +ising) = pe’?. Wir benutzen
diese Formel und finden die drei dritten Wurzeln von 2¢3+i% :

%+21rk
3

)

o5 i(
21 = V2e3e

Die Losungsmenge lautet also

z € {20,21, 22} = {\a/ielei%7 V2etel % \?’/ﬁele—ig}

oo V3 L
(z+3i)° = 5 + i3
Wir substituieren w = z+3i und betrachten wie in Aufgabe d) die Polarform
von w®.
3 1
w® = % —|—i§ = p(cosp +isiny)
3 .1 3
=p= §+i§ =1, ¢ = Arccos <\§>

Nach der Formel von Moivre sind die fiinf fiinften Wurzeln von § + i%

gegeben durch :

g
S

E

§

g
o

- T tomk
5
wp, =V1e 5, k=0,1,2,3,4.
il &
= e E :el%
o T 42n
1(65 ) j 137
= e = e 30
i %+47r r
_ 5 _ j 2T
=e —e'6
[ 567
1 5 i 37m _ 28w
=e =¢e 30 =¢ 30
[ Et87
i 5 i 497 _ i Un
= e = e 0 = e 30

g
N

Somit erhalten wir fiir z die Losungsmenge (Riicksubstitution!):

s . q13m . qex . _q28m . _ilm .
26{613031,61 30 —3i,e''6 —3i,e” 30 —3i,e 730 31}



Leider sind die Ausdriicke durch die Subtraktion von 3i nicht mehr in einer
Standardform. Durch Umformen des Exponentialteils in die kartesische
Form koénnen wir dies beheben und erhalten

26{008(30) (Sm(?)o) 3) €0 (155)“(51“(133;)_3)’
B (B (2) 9)
() =) )

Fiir diese Unformung verwenden wir folgende Eigenschaften von e, sin, cos :
e = cosy+isiny Vy € R, cos(—z) = cos(z), sin(—z) = —sin(z) Vz € C.

(2) Existiert ein n € N fiir dass (1 +1iv/3)" rein imaginr ist?

Nein, (1+iv/3)" = 2"(cos(n%) + isin(n%)). Damit dleser Ausdruck rein
imaginér ist muss cos(nf) = 0 sein. Das helsst ng = 5 + k7 muss fiir ein
k € Z gelten. Diese Gleichung kann aber fiir kein k erfiillt werden.

Existiert ein n € N fiir dass (1 +iv/3)" reell ist?

Ja, es muss gelten sin(ng) = 0, das heisst ng = kr fiir & € Z. Dies ist fiir
alle n = 3k erfiillt.

(A3) Cosinus und Sinus

a) Zeigen Sie mit Hilfe der Reihendarstellung von exp(z),sin(z), cos(x) die
folgenden Identitédten

—ix eia: + efiw
STy sl =

Wir zeigen die Identitéit fiir die Sinusfunktion, die rechte Identitdt folgt
nahezu gleich. Es gilt
i 00 iz)P 00 —iz)*
—e " D=0 (k!) =2 k=0 ( k!)
2i 2i
o (iz)P—(=1)*(iz)*

S

=
- kZ:O (ix)’“(12;€!(—1)k)

- go 2215212?; = :0 %
:i%: Y %:sm(@

k=0 k=0

Das Gleichheitszeichen an der Stelle * ergibt sich daraus, dass fiir alle k&
gerade (1 — (—1)F) = 0 gilt, withrend fiir k& ungerade 1 — (—1)* = 2 gilt.

b) Verwenden Sie das Ergebnis aus a),

— ez el 4 iz

sin(z) = — cos(z) = 5
i

um folgende Identitédten zu beweisen:
(i) sin®(x) + cos?(z) = 1
Es gilt
(eiac)2 _'_Qeime—im + (e—im)Q

cos?(z) = 1 = 1




(eix)Q I (efim)Q (eix)2 _94 (efix)

) . - _
sin®(x) = 1 1
und somit
i) 2 i) 2 i) 2 i) 2
ell) + 2 Jr e*l./l’ elll/' 2 Jr —1T 2 2
RPN (o S o il e R T
(ii) 2sin(x) cos(z) = sin(2x)
Wir erhalten:
eia: _ efix eia: + efiz ein _ ef2i:v
2 ] :2 . = — g .
sin(z) cos(z) 5 5 5 sin(2x)

(A4) Hyperbolische Funktionen

Zeigen Sie, dass folgende Identitdten fiir alle z,y € R gelten:
a) cosh?(z) — sinh?(z) = 1

Wir erhalten direkt

T —z\ 2 T _ - 2
cosh?(z) — sinh?(x) = ety (e
2 2
62:v + 2eTe™T + 67293 _ 621 + 2eTe~T _ 6721’
4
62I +2 + 6721 _ 629: + 2 _ 6729:

= =1
4

b) sinh(x + y) = sinh(x) cosh(y) + cosh(z) sinh(y)

et —e " e¥+e Y n er +e " e¥Y —e Y
2 2 2 2

Tty L oY _ oY=t _ e—(@+y)

sinh(z) cosh(y) + cosh(z) sinh(y)

4
eac—l—y —eTTY 4 YT e—(ﬂf+y)
4
oty _ o—(z+y)
= - sinh(z + ).

2

tanh x + tanhy
tanh =
¢) tanh(z +y) 1+ tanh z tanhy

Beachte, dass

T — e e.’c(ex _ e—x) eQac -1

tanh(xz) = = = ;
( ) e 4 e~ ex (ex + 67:1:) eQx + 1
und somit
2@ _ 2y _
tanh z + tanh y ﬁ zz%ﬁ

1+ tanh z tanh y 1_’_(22%—_}) (ﬁ%)
_ (e —1)(e* + 1) + (e* +1)(e* — 1)
T @ )+ (@ 1)
2e27+2y _ 9 e2(x+y) _ 1

T 2% 12 e2(wty) + 1

= tanh(z + y).

(A5) Definitionsbereiche

Sei die Funktion f: F — R mit E C R gegeben durch

x = flx) =2+ 2%



a) Bestimmen Sie den gréofitmoglichen Definitionsbereich D(f) = E der Funk-
tion f sowie das Bild f(E).

Wir haben den Definitionsbereich D(f) = R und das Bild Bild(f) = [v/2, oc].
b) Zeichnen Sie den Graphen von f (qualitativ).

251

—1
¢) Bestimmen Sie das Urbild f ([0, 5]).

7 (0,5]) = [ V23, ¥23).

d) Seien g(z) = L5, h(z) = 2%
Berechnen Sie die Verkniipfung t(z) = (go ho f)(x).
t(z) = (goho f)(x) = g(h(f(z))) = g(h(V2 + 1))

=9(V2+ah)?) =g(2+2%) = (2+x14)—1 :x41+1'

e) Sei zusitzlich die Funktion s gegeben durch z — s(x) = e = exp(z). Be-
stimmen Sie den Definitionsbereich D(f o s™1). Berechnen Sie anschliessend

(fos™)(x).
Wir haben D(f o s~1) =]0, 00| und

(fos™H)(x) = f(s'(2)) = f(Log(x)) = v/2 + (Log(x))*

(A6) Injektivitit und Surjektivitit

Geben Sie zu jeder der folgenden Funktionen f : E — R an, ob sie injektiv,
surjektiv oder bijektiv ist und ob sie ein Infimum, Supremum, Minimum- oder
Maximumsstellen besitzt. Tipp: Zeichnen Sie den Graph der Funktion, um eine
bessere Vorstellung zu erhalten.

a) f(z)=az", E =R, firn=0,1,2,3

e n =0 Fiir n = 0 ist die Funktion gegeben durch f(z) = 2° = 1. Sie ist
weder injektiv, noch surjektiv. Weiter gilt inf = 1, sup = 1 und jedes =
ist Minimum- und Maximumsstelle.

e n =1 Fiir n = 1 ist die Funktion gegeben durch f(z) = 2! = z. Sie ist

bijektiv, hat kein Infimum und kein Supremum und keine Minimum-
und Maximumsstellen.

e n =2 Fiir n = 2 ist die Funktion gegeben durch f(z) = 22. Sie ist
nicht injektiv, da fiir € R gilt (—2)? = 22, und auch nicht surjektiv,
da keine negativen Werte angenommen werden. Weiter ist inf = 0, und
es gibt kein Supremum. x = 0 ist die Minimumsstelle, und es existiert
keine Maximumsstelle.



e n =3 Fiir n = 3 ist die Funktion gegeben durch f(z) = 2®. Sie ist
bijektiv, hat kein Infimum und kein Supremum und keine Minimum-
und Maximumsstellen.
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b) f(z) =", E =|0, 3], firn=20,1,2,3

e n =0 Die Funktion ist gegeben durch f(x) = 2" = 1. Sie ist weder
injektiv, noch surjektiv; inf = 1, sup = 1; jedes = ist Minimum- und
Maximumsstelle.

e n = 1 Die Funktion ist gegeben durch f(z) = x. Sie ist injektiv, aber
nicht surjektiv; inf = 0, sup = 3; keine Minimumsstelle, x = 3 Maxi-
mumsstelle.

e n = 2 Die Funktion ist gegeben durch f(x) = 2. Sie ist injektiv, aber
nicht surjektiv; inf = 0, sup = 3% = 9; keine Minimumsstelle, z = 3
Maximumsstelle.

e n = 3 Die Funktion ist gegeben durch f(z) = 3. Sie ist injektiv, aber
nicht surjektiv; inf = 0, sup = 3% = 27; keine Minimumsstelle, z = 3
Maximumsstelle.

) f(x) =vz, E=D(f)

Der Definitionsbereich ist F =
D(f) =[0,00[.

Die Funktion ist injektiv, aber nicht
surjektiv.

(es werden keine negativen Werte an-
genommen )

Weiter ist inf = 0, kein Supremum;

z = 0 ist Minimumsstelle,

keine Maximumsstellen.
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Der Definitionsbereich ist E =
D(f) = R\{—1}.

Die Funktion ist injektiv, aber nicht

109

surjektiv (der Wert 0 wird nicht an- :
genomimen); ’4 i
kein Infimum und Supremum;
keine Min/Maximumsstellen.

f(@) = (f20 fi)(z), mit fi(z) =2 -2, fa(z) = |z],

Es gilt

f(@) = f2(f1(@)) = folz=2) = |2—2|.

Der Definitionsbereich ist F =
D(f) =R.

Die Funktion ist nicht injektiv, nicht
surjektiv;

inf = 0, kein Supremum;

x = 2 ist Minimumsstelle,

-10-

E = D(f).

keine Maximumsstellen. 5 41 o



