MUSTERLOSUNG 3 - Analyse I (Allemand)

(A1) Multiple Choice

a) falsch. Gegenbeispiel x,, = (—=1)"

)
b) (z,) konvergiert (siche Grenzwert), lim ¢, = 1.
n—oo
c¢) konv. gegen 1. (Quotient konvergenter Folgen)

)

d e wahr. Die Folge y,, = |2,| mit y,+1 < y, konvergiert nach dem Mono-

toniekriterium.
e falsch. Gegenbeispiel: z,, = (—1)" + (—=1)".
e) e wahr. Der Absolutwert konvergiert nur fiir beschréinkte Folgen.

e falsch. Gegenbeispiel z, =y, =n

(A2) Beschrinktheit und Grenzwerte

Entscheide ob diese Folgen beschrankt sind. Gib eine obere oder untere Schranke
an, sofern eine derartige existiert:

1+(—=1)"

a) T, = 5y

ist beschrankt, denn wir haben

2 _ 1
o on — n—T n gerade,
:1:’71, -
0 n ungerade,

dh. die Folgeglieder fiir n gerade fallen monoton gegen 0 und die Folgeglieder
fiir n ungerade sind konstant 0. Wir haben

0<x, <2.

_ n?42
b) Tn = 1

Es gibt keine obere Schranke, denn die Folge z,, strebt gegen +oo fiir n — oo.
Fine untere Schranke ist gegeben durch a; = % Fiir n > 1 ist die Folge
streng monoton wachsend:

(n+1)°+2 n*+2  n*+3n-1
n+1)+1 n+1  (+2)(n+1)

Tntl — Tp = >0, n>1.

Entscheide, ob nachstehende Folgen einen Grenzwert haben fiir n — oco. Falls
ja, gib ihn an.

4n+(_4)n

) Tp =09

Nein, die Folge hat keinen Grenzwert, denn

Wi 2n+1
T {2;, = 22n =27+l p gerade,
"=

0 n ungerade,

dh. die Folgeglieder fiir n gerade sind nicht beschrinkt, und die Folgeglieder
fiir n ungerade sind konstant 0, weshalb kein Grenzwert der Folge existiert.

115n%—2
d) z, = 757"’;3

Ja, die Folge konvergiert:
1 3(15 — 2n 3 1 1
lim 2y = & fim P2 L g gty - —grl5=-5

n— oo n— oo n3 n—00
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e) x, =21+ED"

Nein, die Folge besitzt keinen Grenzwert, denn

22 =4 n gerade,
T, =
20 =1 n ungerade,

dh. fiir n gerade erhalten wir 4 als Wert der Folge und fiir n ungerade
erhalten wir 1. Die Folge kann nicht konvergieren, denn sie springt zwischen
diesen Werten hin und her.

(A3) Grenzwerte 11

Berechnen Sie die Grenzwerte dieser Folgen fiir n € N\{0}, n — oo:

2™ 1
a) Tp = Zln+1)
n!
Wir betrachten die Folge (¢,) der Quotienten, ¢, = |2 |, und nehmen an,

dass diese Folge (g,,) gegen ¢, konvergiert. Wenn

<1 dann konvergiert (z,) gegen 0,
doo & > 1 dann divergiert (z,,),
=1 dann ldsst sich nichts sagen iiber (z,).

n+1 n
Tpt1 : (7H(—1;r!2) o2+ 2)nl 2"2(n+ 2)n!
T, 20 (nt1) S 20(n+1)(n+ 1) 27(n+1D)nl(n+1)
_2(n+2)  2n4+4  n?@2n'+4n7?)
S (n+1)2 n24+2n+1 n2(1+2nt+n2)
und somit
. s Tngl| . 2n*1+4n*2 . 0 .
= e | T T e T O

Daher konvergiert (x,,) gegen 0.

n

b) @ =5
(nt1)"+! - B
Tnt1 _  (mtpr _ (n+1D)"Tnl (n+1)"(n+ D)n!
z, 2 nt(n+1)! ntnl(n+1)
_(n+ 1) (n+1\"
N nn B n
und somit
nt1 : \" _
lim ¢, = lim n + ‘ = lim (1 + > = e (die Eulersche Zahl) > 1
n— 00 n— o0 Tn n— 00 n

Somit divergiert (z,,).

) n+1
Cc) Ty = ————
(n+2)2
0 < n+1 < n+1 _ 1
~ (n+2? T (n+1)2 n+1
und somit 1
lim 0 < lim nt < lim ——
1
=0 < lim 1 <0
1
= lim + =0



1+yn+n

d) 2y = — Y ——
) @ (1+n)vV3+n
1+vn+n < l1+n+n < 21+n) 2 <l
T (1+n)V3+n T 14+4n)V3+n T (1+n)V3+n 3+n = Vn
und somit

. . 1+vn+n . 2
lim 0 < lim ——— < lim —
n—oo | nm—0oo (1-|—n),/3-|—n - n—)oo\/ﬁ
1+vn+n
= 0 < lim ————— <
T nooo (14n)V/3+n T

= lim z, =0.

n—oo
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und somit

= 1> lim (1—) > 1

n— oo

= lim z, = 1.

n—0o0

(A4) Rekursive Folgen

Zunéchst bestimmen wir welcher Wert als Grenzwert in Frage kommen wiirde.
Es muss gelten oo, = Zoo(2— ). Diese Gleichung besitzt die Losungen oo = 0
und . = 1.

Im Folgenden zeigen wir, dass die Folge monoton steigt und nach oben durch 1
beschréinkt ist. Daraus folgt die Konvergenz.

Induktionsanfang: x¢o < 1 und zp < 7.
Induktionsschritt: Wir nehmen an dass z,, < 1 und z,,_1 < x,,.

Zur Beschrénktheit: Es gilt z,41 = xn(2 —xn) = 2z, — x . Wir fragen uns
ob 2z, —x2 — 1 < 0. Das gilt, da —22 + 22, — 1 = —(x, — 1)? < 0 nach
Induktionsannahme.

Zur Monotonie: Es gilt “2+ = M = 2—x,,. Auf Grund der Beschrinktheit
ist 2 — x,, grosser glelch i Damlt ist die Folge monoton steigend.

Aus Monotonie und Beschrinktheit folgt die Konvergenz.



