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Attendez le début de ’épreuve avant de tourner la page. Ce document est imprimé
recto-verso, il contient 16 pages, les derniéres pouvant étre vides. Ne pas dégrafer.

e Posez votre carte d’étudiant sur la table.
e Aucun document n’est autorisé.
e L’utilisation d’une calculatrice et de tout outil électronique est interdite pendant
I’épreuve.
e Pour les questions & choix multiple, on comptera:
+3 points si la réponse est correcte,
0 point si il n’y a aucune ou plus d’une réponse inscrite,
—1 point si la réponse est incorrecte.
e Pour les questions de type vrai-faux, on comptera:
+1 point si la réponse est correcte,
0 point si il n’y a aucune ou plus d’une réponse inscrite,
—1 point si la réponse est incorrecte.
e Utilisez un stylo a encre noire ou bleu foncé et effacez proprement avec du correcteur

blanc si nécessaire.

e Si une question est erronée, ’enseignant se réserve le droit de 'annuler.
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Premiére partie, questions & choix multiple

Pour chaque question marquer la case correspondante & la réponse correcte sans faire de ratures.
Il n’y a qu’une seule réponse correcte par question.

Question 1 : Soit (ay),~; la suite définie par

1\" 3
anz(—1>”+1+(—§> + 2

Alors :
-l liminfa, = —1 et limsupa, =1 D liminf a, = % et limsup a,, = %
n—00 n—00 n—00 n—00
D liminf a, = —% et limsupa, = % D liminfa, = —1 et limsupa, = %
n—00 n—00 n—00 n—00

Question 2 : Soit (ay),>1 la suite définie par a,, = (—1)”+%, et soit A = {ay,az,as,...}. Alors:
. _ _ 3 . _ _
DmfA-OetsupA-i Dlan——letsupA—l
!ian:—letsupA:% [ JinfA=0etsupA=1

Question 3 : Soit f: R — R la fonction définie par

e? —1
six #0,
flx) =
1 six=0.
Alors :
L] ro=1 M o=;
[ ] f n’est pas dérivable en 0 [ ] ) =e

Question 4 : Soit f: R — R la fonction définie par f(x) = 2% + 2. Alors :

B il existe ¢ €2, 3] tel que f'(c) =9 [ ] il existe ¢ €]0,1] tel que f'(c) =9
[ ] il existe ¢ €]3,4][ tel que f'(c) =9 [ ] il existe ¢ € ]1,2[ tel que f/(c) =9

Question 5 : L’intégrale / e” cos(2x) dz vaut
0
Wi - [ 2 -1 [Jem—1 [Jo

Question 6 : Soit I un intervalle non-vide de R, f: I — R une fonction, et Im(f) ’ensemble
image de f. Parmi les affirmations ci-dessous, laquelle est vraie pour tous les choix possibles de

etde f 7
-l Si I est fermé et borné et si Im(f) est ouvert, alors f n’est pas continue sur I.
D Si I est borné et si Im(f) est fermé et si f est continue sur I, alors I est fermé.
D Si I est fermé et borné et si Im(f) est fermé, alors f est continue sur I.

l:] Si I est borné et si Im(f) est borné, alors f est continue sur I.
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Question 7 : Soit la série avec parameétre z € |0, 1[ U |1, 4o00[ définie par

> 1
; (log(z))™

Alors la série converge si et seulement si

I:]:L‘E]O,H lxe]o,%[u]eﬁ—oo[
[ @ € e, +o0] [Jze]in

2
Question 8 : L’intégrale/ ————— dx vaut
o T

[ ] log (6) [ ] log (g) [ ] log <§> W o G)

Question 9 : Une des solutions de I'équation z° (1 + \/31) est

B - A (cos (32) + isin (35) [ == ¥4 (cos () +isin (15))
[ == ¥2 (cos (1) +isin (42)) [ 2= ¥2 (cos (33) + isin (%))

Question 10 : Soit f: [0,7] — R la fonction définie par
f(z) = (z + 1) sin(z) + cos(z) + @)

Alors, ’ensemble image de f est
[]0,2+7+e¢] 0,1+ 2 +¢] [ 110,2] [ [7—2,2]

Question 11 : Le domaine de convergence de la série entiére

(e o]

477,

n:On+1

(z —1)"

est

L33 L1531 |

Question 12 : Soit (x,,),>1 la suite définie par

= (cos(y/2))".

N

EN[SY]
ot
—
—
D=
W
—

Alors la limite lim z,, vaut
n—oo

I:]l _% De DO
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Question 13 : Soit f: R — R la fonction définie par

sin(z) .
oy = B T
1 siz=0.

Alors :
l:] f est continue sur R, mais pas dérivable en z = 0
[ ] f est dérivable en z =0
-l f est dérivable & droite en x =0

[ ] lin%) f(z) existe mais f n’est pas continue en x =0
T—

Question 14 : Soit f: R — R la fonction définie par f(z) = e!T#=5®)  Le développement limité
d’ordre 3 de f autour de xg = 0 est donné par

[ ]f@)=1—z+22— 223 + a3e(x) Bo=1+2+22+ 223 + 23e(a)
z)=1—z+ t23 +23e(x ) =142 — itz3 4+ 23¢(x
f 1 }3 3 3 f 1 ;’ 3 3
Question 15 :  Soit (up)p>0 la suite définie par ug =1 et, pour n > 1, u, = —%un_l + 2. Alors :
[] lim u, = 400 W i “n:%
n—oo n—oo
D lim wu, = —o0 D lim u, =2
n—oo n—oo

Question 16 : Soit f: R — R la fonction définie par

f(x):{ ‘4—:r2‘ siz <0,

4]z? —1] siz>0.

Alors :
l:] f n’est pas continue en z =1 I:] f n’est pas continue en z =0
D f n’est pas continue en z = —2 .I f est continue sur R
k+ 2 -
Question 17 : Soit, pour k € N*, q; = (—1)k 3 et soit s, = Zak. Alors :

k=1

o
l la série E aj, converge absolument
k=1

D lim s, = —o0
n—oo
I:] lim s, = 400
n—oo
o

D la série g aj, converge, mais ne converge pas absolument
k=1
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Question 18 : L’intégrale généralisée / — 5, dz vaut
oo 1 H€%®

- g [] 2arctan(e) []1 L] aman(%)
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Deuxiéme partie, questions du type Vrai ou Faux

Pour chaque question, marquer (sans faire de ratures) la case VRAI si l'affirmation est toujours
vraie ou la case FAUX si elle n’est pas toujours vraie (c’est-a-dire si elle est parfois fausse).

Question 19 : Soit f: R — R une fonction telle que liIJrn f(z) = 400 et s0it (an)n>0 la suite
T—r+00 -

définie par ag = 1 et, pour n > 1, a,, = f(an—1). Alors lim a, = +o0.
n—oo

[ ] VRAI B raux

Question 20 : Soit f: R — R une fonction strictement monotone. Alors f est surjective.

[ ] VRAI FAUX

t
Question 21 : La fonction f: R — R définie par f(t) = / |x| dz est dérivable en t = 0.
0

B vral [ ] FAUX
o0
Question 22 : Si la série entiére Zak (x — 5)k converge pour x = 2, alors elle converge pour
k=0
z = 6.
B VvrAI [ ] FAUX
Question 23 : Soit f: R — R une fonction avec le développement limité d’ordre 2 autour de

rg = 0 donné par f(x) = a + bx + cx? + z%¢(x), ot a,b,c € R. Si f est dérivable en zo = 0, alors

£'(0) =b.

B vraAl [ ] FAUX

Question 24 : Soient 21, 22 € C tels que Re (21 - 22) = 0. Alors Re (21) - Re (22) = 0.

[ ] VRAI B raux

Question 25 : Soit f: ]0,1[ — R une fonction continue. Si lif(r)l f(z) =0cet 11?11 f(z) =0, alors f

est bornée.

B vraAl [ ] FAUX
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Question 26 : Soient A et B deux sous-ensembles bornés non-vides de R. Si inf A > sup B, alors
AN B est vide.

B vrAl [ ] FAUX

Question 27 : Soit f: R — R une fonction telle que la limite de la suite (f(%))n>1 vaut f(0).
Alors f est continue en xg = 0. -

[ ] VRAI FAUX

o0
Question 28 : Soit (a,)p>1 une suite de nombres strictement négatifs. Alors, la série E an,

n=1
converge absolument si et seulement si elle converge.

B vrAI [ ] FAUX
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Question 29:

(a) C°(R) est 'ensemble des fonctions f: R — R qui sont 5 fois dérivables, et
telles que la 5iéme dérivée f©®): R — R est continue.

b) N~ p_ N L k
(b) H(x—?) =e Zy(a:—ﬂ
k=0 k=0
7 o7 o7
:e7—|—e7(:c—7)+—(:1:—7)2+§(:1:—7)3+g(:t:—?)A‘—l—

Question 30:

(a) Sik=0,0na li%l 219 = 0% = 0 par continuité de z'°°. Si k > 0, on a, par
ZX.

continuité de (...)* et Bernoulli-L’Hospital:

lim 21 log(z)* = ( lim log(x) k 2 (im l/z k
z|0 & ~ \zlo x—100/k ~ \ &0 (—100/k)g—100/k=1

& k
_ (lim __xloo/k) —0F =0

zi0 100

Alternatives:

e Changement de variable y = %, donc x | 0 = y — +oc:

log(§_>k = lim (—_ log(y))k avec p = 100

lim 2% log ()" = i .
imz*" log(z) im yp k:

z]0 Yy——+00 yIOO y—+o00
s z? .
Puis utiliser un résultat du cours lim ——— = 400 si p > 0 (ou alors

z—+o0 log(x)
—1
Bernoulli-L’Hospital) pour montrer que lim L{y)
y——+oo yP

=0.

e Changement de variable: y = log(z), donc z | 0 = y — —o0:
100, k ¢

k
: 100 E_ 15 Y =Y ; (_t)
13581‘ 10g($) yll}—noo(6 ) y tlg—noo e100t ’

puis utiliser que e > x*+1 pour k assez grand (résultat vu en cours et/ou
. (—t)* tk
exercices) pour conclure que oo | = [0 — 0.




(b) Une intégration par parties donne

1
/ 2% log(z)" dx—hm/ P log(z)" dw
0 H/—/

+
I100 1
= iy g onter ] i [ 55 ot S
1
=0~ 100 lqilﬁluloolog( u)” _1_001”“ gglog( )y do
—0 par (a)
1
LI log(x)" ™" dv = _ﬂln—l-
100 Jo+ 100
1 10041 1 0!
. . . . x —'
(c) Imitialisation (n = 0): Iy = /0+ 2% dr = [1—00}0 =100 = (—1)01000“.
, w n+l _ w» n+l n!
Pas d 1): Iy = — T, = — (=D)" =
as de recurreln'ce (n—=n+1):1,, 100 100 (—1) 1007+
(—1)”“%, ou 'on a utilisé ’hypothése de récurrence en (x).

(d) La série divergre. On peut soit voir directement que le terme général I, ne
converge pas vers 0, soit utiliser d’Alembert:

In+1
L,

1)! 100"+t 1
— im (n+1)! 100 —limn+

. _ _ 1.
o T = Rt e 1T R

p= lim

n—o0




