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Question 29:

(a) C5(R) est l'ensemble des fonctions f : R → R qui sont 5 fois dérivables, et
telles que la 5ième dérivée f (5) : R → R est continue.

(b)
∞∑
k=0

e7

k!
(x− 7)k = e7

∞∑
k=0

1

k!
(x− 7)k

= e7 + e7(x− 7) +
e7

2
(x− 7)2 +

e7

3!
(x− 7)3 +

e7

4!
(x− 7)4 + · · ·

Question 30:

(a) Si k = 0, on a lim
x↓0

x100 = 0100 = 0 par continuité de x100. Si k > 0, on a, par

continuité de (. . . )k et Bernoulli-L'Hospital:

lim
x↓0

x100 log(x)k =

(
lim
x↓0

log(x)

x−100/k

)k
BH
=

(
lim
x↓0

1/x

(−100/k)x−100/k−1

)k

=

(
lim
x↓0

− k

100
x100/k

)k

= 0k = 0.

Alternatives:

• Changement de variable y = 1
x
, donc x ↓ 0 ⇒ y → +∞:

lim
x↓0

x100 log(x)k = lim
y→+∞

log( 1
y
)k

y100
= lim

y→+∞

(
− log(y)

yp

)k

avec p =
100

k
.

Puis utiliser un résultat du cours lim
x→+∞

xp

log(x)
= +∞ si p > 0 (ou alors

Bernoulli-L'Hospital) pour montrer que lim
y→+∞

− log(y)

yp
= 0.

• Changement de variable: y = log(x), donc x ↓ 0 ⇒ y → −∞:

lim
x↓0

x100 log(x)k = lim
y→−∞

(ey)100yk
t=−y
= lim

t→+∞

(−t)k

e100t
,

puis utiliser que ex ≥ xk+1 pour k assez grand (résultat vu en cours et/ou

exercices) pour conclure que

∣∣∣∣(−t)k

e100t

∣∣∣∣ ≤ tk

(100t)k+1
−→ 0.

1



(b) Une intégration par parties donne∫ 1

0+
x99 log(x)n dx = lim

u↓0

∫ 1

u

x99︸︷︷︸
↑

log(x)n︸ ︷︷ ︸
↓

dx

= lim
u↓0

[x100

100
log(x)n

]1
u
− lim

u↓0

∫ 1

u

x100

100
· n log(x)n−1 · 1

x
dx

= 0− 1

100
lim
u↓0

u100 log(u)n︸ ︷︷ ︸
=0 par (a)

− n

100
lim
u↓0

∫ 1

u

x99 log(x)n−1 dx

= − n

100

∫ 1

0+
x99 log(x)n−1 dx = − n

100
In−1.

(c) Initialisation (n = 0): I0 =

∫ 1

0+
x99 dx =

[x100

100

]1
0
=

1

100
= (−1)0

0!

1000+1
.

Pas de récurrence (n → n+1): In+1
(b)
= −n+ 1

100
· In

(∗)
= −n+ 1

100
· (−1)n

n!

100n+1
=

(−1)n+1 (n+ 1)!

100n+2
, où l'on a utilisé l'hypothèse de récurrence en (∗).

(d) La série divergre. On peut soit voir directement que le terme général In ne
converge pas vers 0, soit utiliser d'Alembert:

ρ = lim
n→∞

∣∣∣∣In+1

In

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(n+ 1)!

100n+2
· 100

n+1

n!
= lim

n→∞

n+ 1

100
= +∞ > 1.
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