Remarque sur les corrigés

Lire une solution, méme partielle, d'un exercice sans avoir essayé plu-
sieurs heures' de le résoudre est presque totalement inutile. Faire un
exercice en ayant la solution sous les yeux est beaucoup plus facile, et ne
prépare que trés mal & un examen (qui se fait sans solutions).

Par conséquent, la lecture du présent corrigé est déconseillée, et se fait
a vos risques et périls.

1. (méme parfois plusieurs jours)



Analyse I Corrigé 8
EPFL - Sections SIE/GC/SC

Solution 1.
(a) Ve >0, 30 >0telqueVe € Rona |z — 17 < J = |f(z) — (| <e.

(b) 36 > 0 tel que Vx € Ron a |z — x¢| <6 = f(z) #0.
(c) dceRtelqueVe ERonax>c= f(x) <z’
(d) Ve>0, 36 >0 tel que Ve e R\ {—4} on a [z +4| <= |f(z)| > c.

Solution 2.
(a) En observant que le dénominateur divise le numérateur, on a

3 2_9 -1 242 2
L —c )@+ 2+ >zlim(x2—|—2x+2):5.
z—1 x—1 z—1 x—1 z—1

(b) On utilise la formule a® — b® = (a —b)(a® + ab + b*) avec a = J/z et b = 2 pour
obtenir

V-2 Yz —2 , 1

= lim =lim

1
w8 =8 o8 (\3/__2)((%)2_‘_2\3/54—4) T—8 (\3/5)2_}_2\3/5_}_425

(c) En utilisant que cos(2z) = cos(z)? — sin(z)? = 1 — 2sin(z)?, on obtient

i COS'(QZE) -1 lim —2.sin(x)2 9. m sin(z)? L x?
=0 sin(x?) =0  sin(z?) 20 x?2  sin(z2?)
sin(z) ) > 2 )
= —2-lim - lim — =—-2-1"-1=-2.
z—0 x z—0 sin(z?)
Y
~ y—0 sin(y)

(d) Comme 1 —2?=(1—2z)(1+x), on a
z—1 ) —1 1

1 2
Ii - = li =lim——=—2.
a:1—>n}(1—x 1—x2> :1:1—>H%(1—x)(1+x) 1+ 2

(e) On a
) ) -x:lin%w-lir%le-():o.
z— z— T z— T z—

(f) En utilisant la formule sin(a + h) = sin(a) cos(h) + cos(a) sin(h), on obtient
]lgr(l) sin(a + h) = ;115% sin(a) cos(h) + }111_% cos(a) sin(h)

= sin(a) - }IZILI(I) cos(h) + cos(a) }IZILI(I) sin(h) = sin(a).
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(g)

En faisant le changement de variables h = x — a, et en utilisant une formule
trigonométrique, on trouve

cos(z) — cos(a) ’ cos(a + h) — cos(a)

lim = lim

T—a r—a h—0 h
_ cos(a) cos(h) — sin(a) sin(h) — cos(a)
= h
B . cos(h)—1 . . sin(h)
= cos(a) }lgr(l) — - sin(a) Ilzli% —

En multipliant par cos(h) 4+ 1 en haut et en bas, on trouve

_ 2 _ : 2
i S =Ly o) = st e,

h—0 h h—0 h(cos(h) + 1) h—0 h?  h-0cos(h) +1

sin(h)

Donc comme lim

=1, on trouve que
h—0

lim cos(x) — cos(a)

r—a Tr— Qa

= —sin(a).

Alternativement, on peut utiliser une autre formule trigonométrique pour trou-
ver

cos(z) — cos(a)

_9 . gin(Tte) . gin(z=e
lim i 2 sm( > ) sm( )

T—a Tr—a r—a T — Q

= — (lim sin(m + a)> . (hm m>
z—a 2 z—a 1’_2(1

= (limsin(a+ 1)) (lim Sm(y)) — —sin(a)

h—0 y—=0 y

o Pon a utilisé le changement de variables h = 222 — q et le point (f), et le
changement de variables y = *5¢.

. . 2 /e btient Ii 1—-1/p* h*—-1
n multipliant par ; Ol obtien h%1+1/h2_h%h2+1_

) 1 ) )
Pour tout x # 0, on a —2? < 2?sin (—4> < z2. Comme lim —z? = 0 = lim 22,
x z—0 x—0

1
le théoréme des deux gendarmes implique donc que liH(l) 22 sin (—) =0.
T—

24

La fonction f: [0,7] — [—1,1] donnée par f(x) = cos(x) est strictement

monotone et bijective. Comme liH(l) f(x) = 1, et f~! = arccos, il suit que
T

1in} arccos(x) = 0. En faisant un changement de variables y = 922, on trouve
r—r

donc

lim arccos(9z%) = lim arccos(y) = 0.
a:—>% y—1



Solution 3.
Solution avec les suites: Supposons que lim f(xz) = ¢; on sait donc que pour toute
T—u

suite (a,) C D(f) \ {u}, telle que a, — u, on a f(a,) — ¢. Cela reste vrai si on
ajoute la condition a,, > w ou a, < u; la conclusion reste la méme: f(a,) — (. Par
définition, on a donc lifn flz) ="Let li%n f(z) =1L

A Tinverse, supposons que 11%11 flz) =1 et liin f(z) = L. Soit (an) C D(f) \ {u},

telle que a,, — wu. Soit (a,, ) la sous-suite de (a,) formée des termes < u, et (am,)
celles formée des termes > u. On a donc f(an, ) — € et f(an,) — ¢ (par définition de
li{n f(z)="let lifn f(z) = £). Pour e > 0 fixé, il existe donc K tel que | f(an,)—¢| <€
dés que £ > K; et Ky tel que |f(am,) — ¢ < e dés que k > K. Ainsi, pour
n > max(ng,, Mk,), O & 4y = Ay, OU Uy = Gy, pour un k assez grand, d’ou

flan) = f(an,) ou f(a,) = f(am,), et donc |f(a,) — ¢| < e dans les deux cas.

Solution avec € et 0:

Cela découle essentiellement du fait que |z—u| < § < u—3§ <z <wouu <z < u+d.

Supposons que lim f(z) = £. Soit € > 0. Alors il existe § > 0 tel que pour tout
r—u

re€ D(f)\{u},ona|z—u| <d=|f(x)—{ <e Ainsu—0 <z <u=|r—ul <

d=|f(x) -l <cetu<z<u+d=|r—ul <d=|f(zx) — (| <e. Comme ¢ est

arbitraire, cela montre que li{n f(x)="Let 11111 flx) ="+

Supposons que li%n f(z) = et liinf(x) = (. Soit € > 0. Il existe donc d; et 0o

tels que pour tout * € D(f) \{u}, onau—0 <z <u= |flr) -4 < ¢
et u < x < u+dy = |f(x) = < e. On pose 6 = min(dy,dy). Alors, dés que
|t —ul <d,onasoitu—0<z<u=>u—0 <z<u= |flr)—/{ <e, soit
u<zr<u+d=>u<z<u+d = |f(x)—{ <e. Dansles deux cas, |f(x)—{| < e,
et comme ¢ était arbitraire, on a donc montré il_rg flz)=¢.

Solution 4.

(a) On peut simplifier la fraction et trouver la limite

11 2 _ =z 1 2 _r
lim<—2 = lim x 2z = lim —
e=202 — 4 a=2(x —2)(x+2) 222z (v —2)(x+2)
1 —(z-2) . —1 1

P22 (x —2)(xz+2) s 20(x+2) 16

(b) On multiplie et divise par les conjugués:

Vi—z—-2 Vo6—z-2V6—z+2V3—-2+1 V3—z+1
V3—z—-1 V3—z—-1V6—-z+2V3—-z+1 6—x+2

On a donc

I Vo —x—2 I vV3—x+1 2 1
im = =

—_— = llm—— = - = -
e2/3—x—1 +26—2x+2 4 2



-3 -3 -3 —(z -3
(c) On calcule 1:;?31|i—3| :lﬁgi—i’) = let lj%l|i_3| :1;?31 <xx—3)

. . .|z =3
Comme les limites ne coincident pas, hr%
z—3 T —

= —1

n’existe pas.

On peut aussi considérer les suites a,, = 3+ % et b, =3 — % (pour n € N¥), et

constater que lim a, = 3 = lim b,, mais que
n—oo n—oo

Tim f(an) =1# =1 = lim f(b,).
Donc la limite n’existe pas.
(d) Commencons par remarquer que pour tout x # +2,

Sr—6—12> —(r—2)(z—-3) x-3

4—22 —(z—-2(x+2) z+2
On a donc
" 5x — 6 — a2 x—3 1
im m = ——
z—2 4—332 x%23§'—|—2 4
(e) On a

. br—6—a? . x—3 . Yy—>H ) 5)
lim ———— = lim =lim>——=1lim(1——-].
z——2 4 — 2 z—=—-2x + 2 y—=0 Yy y—0 Y

(changement de variables y = x + 2). En prenant la suite a,, = 1, on trouve

que lim a, = 0, mais
n—oo

lim (1 - i) = lim (1 —5n) = —o0,
n—00 A, n—00

5x — 6 — a2

et n’existe donc pas dans R. Ainsi lim n’existe pas dans R.

r——2 4 — {,EQ

2(,. _ 2 2
(f) Comme lim tan’(@ — @) = lim (M) = (lim M) (changement, de

T (x — a)2 z—0 €T z—0 xT
variables © — = — a et propriétés des limites), et

t 1 1 1
lig ) _ o S0 (@) —1.1=1,
z—0 x z—0 cos(x) z—0 € z—0 cos(x)
on trouve )
i =) e
T—a (x — a)2
Solution 5.
(a) On a
(2 Y )
lim f(z) = lim Sin(2w) y=pa |, sin(y)
z—0 z—0  2x y—=0 gy

ol la premiére égalité vient du fait que x # 0 et la derniére & été montrée en
cours. Comme f(0) = 2 # 1, la fonction n’est pas continue en z = 0.
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x
pas, et f n’est donc pas continue en x = 0.

1
b) On a montré en cours que lim cos | — | n’existe pas. Il suit que lim f(x) n’existe
0 0
r—r T—r

(c) En multipliant par 1 + cos(x) en haut et en bas, on obtient

1- 1 — cos? i ? 1
lim cos(x) _ lim cos?(x) _ lim sin(z) \© lim
2 2—0 1 4 cos(x)

50w 2=0 22(1 4 cos(x)) 2=0\
=12 1 = 1
1+1 2

Ainsi

lim () = 5 = f(0),

z—0

donc f est continue en 0.

(d) On a —z < wsin(1) < 2. Comme hm —r =0 = hm:z: on conclut par le

1
Théoréme des deux gendarmes que hm x sin (—) = (. Ainsi,
x

lim f(z) =0 #1 = £(0)

et f n’est donc pas continue en 0.

Solution 6.

Pour sin(z), cela découle du 2(f) (ou ’on montre que }lg% sin(a 4+ h) = sin(a)), avec
le changement de variables = a+ h (en effet, on obtient alors ilg}l sin(x) = sin(a)).
Pour cos(z), on peut soit le montrer directement (comme pour sin(x)), soit utiliser
le 2(g) pour trouver

cos(z) — cos(a)

91613111 cos(z) — cos(a) = 31612((11 P : ilg(ll(x —a) = —sin(a) -0 =0,

d’ou

lim cos(x) = cos(a) + lim (cos(z) — cos(a)) = cos(a) + 0 = cos(a).

T—a r—a
Pour tan(z), ¢’est une simple application du quotient de limites. Et pour les fonctions
arcsin(z), arccos(x), arctan(z), cela suit de la proposition sur les limites de fonctions
réciproques vues en cours.
Plus précisément, pour arcsin(z), on considére f: [—n/2,7/2] — [—1,1];x + sin(z),
de sorte que f~!(x) = arcsin(z). La fonction f est strictement monotone, et comme

son image est [—1, 1], arcsin est défini en tout voisinage de v €] — 1,1, et en un
voisinage a gauche de 1 et a droite de —1. La proposition du cours donne alors

al;lgql; arcsin(x) = arcsin(v), }irjll arcsin(z) = —5 lggrll arcsin(z) = 5

Cela montre la continuité (jusqu’au bord) de arcsin(z).



