Remarque sur les corrigés

Lire une solution, méme partielle, d'un exercice sans avoir essayé plu-
sieurs heures' de le résoudre est presque totalement inutile. Faire un
exercice en ayant la solution sous les yeux est beaucoup plus facile, et ne
prépare que trés mal & un examen (qui se fait sans solutions).

Par conséquent, la lecture du présent corrigé est déconseillée, et se fait
a vos risques et périls.

1. (méme parfois plusieurs jours)



Analyse I Corrigé 14
EPFL - Sections SIE/GC/SC

Solution 1.
(a) Vrai. Soit 9 € R et € > 0 tel que |z — 29| < 7. Alors, [f(z) — f(20)| <
Lz — x| < e et donc f est continue en zy. Puisque xq est arbitraire, f est
continue en tout point de son domaine.

(b) Vrai. Comme f o g est surjective, Yy € R, 3z € R: (f o g)(x) = y. Il existe
donc z = g(z) € G: f(z) =y et donc f est surjective.

(c) Faux. Prendre par exemple a,, = n+r2 et b, = n+r1 Alors a,, < b, Vn > 0 mais

lim a, = lim b, = 0.
n—o0 n—o0

(d) Faux. Prendre par exemple f: R — R et g: R — R définies par

0 y<1, x?
— €Tr) = .
f(y) {1 g1 g() o

Ainsi 0 < g(x) < 1et donc (fog)(z) =0 Vz € R qui est continue alors que
f ne I'est pas.?

Solution 2.
(a) On pose z = a + bi. On trouve a? — b? + 2abi = —8 + 6i, donc a® — b* =
—8,2ab =6, d’ott a = 1,b = 3. Donc z = +(1 + 31).

(b) On pose z = a + bi. On trouve a®* — 3ab?® + i(3a*h — b*) = 2 — 114, donc
a® — 3ab? = 2,3a%*h — b3 = —11. On trouve a = 2 et b = —1 comme solution,

donc z = 2 — 7. Les deux autres solutions s’obtiennent en multipliant par s
- 27 . . . - 27 . . - 27
et e '3 . Ainsi z € {2 —i,e'3(2—1),(2—1d)e'3 }.

(c) Siz=a+ib, onae’e® =i=1e2. Donc e’ =1« a=0etb=Z+2kr pour
k € Z. Ainsi z € {227 | k € Z}.

(d) Soit p(z) = 2% + 2% + z + 1. Puisque p(z) est un polynéme a coefficients réels
et de degré impair, il existe au moins une racine réelle (voir Série 9, Exercice

6, d)). La racine zp = —1 est une racine évidente et permet de factoriser
p(2) = (2 +1)(2* + 1). Les racines de 2% + 1 sont +i, donc les racines de p(z)
sont 1 et =i.

Solution 3.
(a) Initialisation: Pour n =0, (1+x)° =1=1+0-n est vrai.
Récurrence: On admet P(n) vrai et on démontre P(n + 1).

(14+2)" = (1+z)(1+2)" > (1+2)(1+nz) = 1+(n+1)z+nz® > 1+ (n+1)z.

2. On peut aussi construire des contre-exemples ol f et g sont toutes les deux discontinues mais
f o g est continue.



(b) Initialisation: Pour n =1, 15— 1=0=0-5 est donc vrai.
Récurrence: P(n) = P(n + 1): Aprés un long développement de (1 +n)°, on
trouve

<1+”)5_ (1+n) =n° —n+5(n4—|—2n3+2n2+n) = 5k’
5k

o k, k' € N. Ainsi (1 +n)® — (1 + n) est divisible par 5 et P(n + 1) est
démontrée.

(¢) Initialisation: Pour n = 0, 02 = 03 = 0 et donc P(0) est vérifice.

Récurrence: P(n) = P(n + 1): On rapelle que Z k est une somme arithmé-
k=0

tique, donc Z k= 5 (n+1). Ainsi,

(g‘ik) (;k—i—n—i—l) (Zk) +2n—|—1)ik—|—(n+1)2.

k=0

n
En insérant I'expression de E k dans l'expression ci-dessus et en utilisant

k=0
I’hypothése de récurrence, on obtient

n+1 2 n+1
(Zk) Zk3 +(n+ 1) n+1) =) K
k=0 k=0

et P(n + 1) est vérifiée.

Solution 4.
(a) En utilisant le fait que 2 < 1, on obtient immédiatement

2 n
lim 2" ™" = lim (—) = 0.
n—o00 n—oo \ €

(b) On a

sin(e” sin(e™®)

lim 20 TN L)

n—co € r—oo e 7T y—=0 y ’

ou 'on a utilisé la caractérisation d’une limite de fonction par les suites et le
changement de variable y = e™7.

(c) On remarque déja que

2 no\ n n—1\" 1\ 1\’
n (n—Z) (n—ln—2> ( +n—1> ( +n—2)




Alinsi,

) g
o (L )" (L )"
=e 2

Solution 5.
On remarque que as, = (—1)" et agp41 = (—1)". Donc {a,, | m > n} = {—1,1} pour
tout n, et donc limsup a,, = hm sup{—1, 1} = 1, et similairement liminf a,, = —1.

n—oo n—oo

Solution 6.

(2)

C’est une récurrence linéaire de la forme a,.1 = qa, + b, avec q¢ = % et b=T.
Comme |q| < 1, par le théoréme du cours sur les récurrences linéaires, la suite
converge vers { = = 21.

Alternativement, a,, s’exprime explicitement par a, = ¢"ag+ b ,_, q’C Trés
Clalrement a, converge si et seulment si|g] <1 et dans ce cas, la limite vaut
(= Tq Dans notre cas, ¢ = % < 1 et b=7. On trouve donc immédiatement
¢ =21.

La suite est définie par une récurrence non-linéraire a, 1 = f(a,). L'exiten-
tence d’'un point fixe de f est une condition nécessaire a l'existence d’une
limite. On résout donc 'équation ¢ = f(¢) = 3l2_—4l-7 et on trouve les solutions
{=0etl= —g. La limite, si elle existe, se trouve parmi ces valeurs. Cepen-

dant, puisque ag = 1, a, > 0 Vn € N, et la seule limite candidate est 0. En

effet,
] = |22 < 2o <o < (2) e
Uni1| = < clag| << [ = ag.
+ 3a, + 7 7 0

Donc¢ lim a, = 0.
n—oo

Solution 7.
(a) On peut raisonner par comparaison en remarquant que log(z) < v/ Vz > 0.

En effet, une rapide étude de la fonction f(x) = log(z) —1/x montre que z = 4
est 'unique point stationaire (f’(4) = 0) et f”(4) < 0. Donc z = 4 est le
maximum absolu. De plus, f(4) = 2(log(2) — 1) < 0 et donc

f(2) < frmax < 0= log(z) < Vo Vo >0

Ainsi,
o0 o0
log 1
Z Z =D
n=1 n=1 n=1 nz
— 1
et la série converge puisque E —5 converge.
nE
n=1



oo o0
\/ 1
D DO
24=\/n
et Z —— diverge donc la série diverge par comparaison.
n

(c) La série converge par le critére des séries alternées (Leibnitz). En effet, si on

t _ (="
note an = ==

® a,a,1 <0,

e lim a, =0,
n—oo

1 1

V(1241 S v

2n>+1 2

(d) Puisque lim 5n3 1 5<% # 0, la série diverge nécessairement.
n—oo N

o |ania| = = |an].

Solution 8.

Partir de fonctions du type f(z) = = ou f(z) = T semble étre une bonne idée car
celles-ci divergent en quand x — 0. Cependant leur intégrale généralisée diverge car
log(z) diverge en 0 et 400 et \/x diverge en +o0o. Pour corriger ces problémes, nous
considérons une fonctions définie par morceaux:

L z € (0,al,
fla) =9 .
\/—ae*(x*a) x € (a,+00),

1
ot a > 0. On vérifie que f est bien continue en a car lim f(x) = f(a) = —=. De plus,
r—a a

f(z) > 0et lim f(x) = +oo par construction. Le calcul de 'intégrale généralisée
z—0~

donne

“+o00 d a 1 d “+00 1 7(xia)d
o f(l') SC—/O+% x -+ i 76 T

1 —(z—a
xli%iz(\/__\/_)* hm %(1—6( ))

[\]
=k
IS]

B

Pour une fonction f € C*°(0,+00), on peut prendre f(z) = e:/g que l'on a déja
étudié dans la Série 13, Exercice 4 e).

Solution 9.



(@ 4a®sin())? x #£0,
<gof><x>—{1 T

Le calcul de la dérivée en utilisant la définition donne

x—0 X z—0 x
i 32? sin(2) 4 3t sin(2)? + 2%sin(2)?
z—0 x

. e s (1N o 1Y
=lim3zsin|{ — | +3x°sin | — | +a’sin| — =0.
z—0 X x xr
Solution 10.

Avant toute chose, nous factorisons le numérateur et le dénominateur pour obtenir
202 — b +2=(x—2)2r — 1) et 22 —x — 2 = (x — 2)(z — 1) et constater que

2952—595—1—2_2:15—1
2—r—-2  r+1

On commence par vérifier la continuité car elle est une condition nécessaire a la
dérivabilité.

Continuité en -1: Le calcul des limites donne

2z — 1
i = [ = —
Jim Jle) = lm 2 = oo
lim f(z)= lim fr—4=—-0—4.

z——1*1 z——11
f ne peut donc pas étre continue en —1 et donc pas dérivable non plus.

Continuité en 2: Cette fois ci, nous obtenons

lim f(x)= lirgliﬁx—4:26—4

T—2—

20 — 1
li = 1 =
Jim flz) = Bm ==

Pour que f soit continue en 2, il faut que lim,_,o- f(z) = lim,_»+ f(2) = f(2) = a.
Ainsi nous obtenons a =1 et § = %

Dérwabilité en 2: Nous utilisons la définition de la dérivée pour obtenir

0

———
. flz) = f(2) . pr—4-—a . Pr—20+20—-4—« 5
lim ————~% = lim — = lim =p=-.
T—2— T — 2 2—2— Tr— 2 z—2~ x—2 2
2x—1
z)— (2 —1 1 1
r—2+ x— 2 =2+ T — 2 z—=2+ x + 1 3

Les limites a gauche et a droite sont différentes (6 = % #* %), donc f n’est pas
dérivable en 2.



Solution 11.

(a) En utilisant le développement limité de ——, nous obtenons

1+=
1

1+ 12+ 22 =1—(z+2°)+ (z+2%)°— (z +2°)° + (z + 2%)" + &1 (2)2"
=1—a—a?+2>+22° +2' — 2° — 32" + 2" + e5(2)2?
=1—z+2°— a2 +ey(x)a?

ou lim, .ge1(x) = lim,_,pe2(x) = 0.

(b) On a

2?2 21
_1+x+—4~—+2(x+x)

v_q r? x 3
e :1+($+3+€) <$+7) +—+€3 )
.I'
2 6 6

2, b’ 3
:1+x+x-+7;+64@x
ou lim, 0 e3(z) = lim,_,pe4(x) = 0.
(c¢) En utilisant le développement limité de sin(x), on trouve

sin(z) 2t ot
T_l__§+5 + zte(w).

Donc, en utilisant le développement limité de log(1 + x), on trouve

log (#) ~ log (1 + (# - 1))
- (@ - 1> -3 (w - 1)2+85(x):v4

—_m_2+x_4_1 m_Z 2_|_ ()4
TR TR T2\ 3 F6\T)T

2 2t
=% T Tes
ol glclir(l] e5(z) = glclir(l) g¢(z) = 0.

Solution 12.
(a) Une intégration par partie donne

log(t) ., log(t) 1
/(1+t)2dt__(1+t)+/t(1+t)dt
log(t) 1 1
_ﬂ+w*f/¥_TI?ﬁ
log(t)

=Ty +losllth —log(1+ ) +C

7



(b) Par une décomposition en éléments simples, on obtient

1 11
= - dt
/t4+t2 /t2 241

1
== arctan(t) + C.

(c) On effectue le changement de variable ¢ = asinh(x), donc dt = a cosh(x)dz et
on utilise I'identité cosh(z)? — sinh(x)? = 1 pour obtenir

/ V2 +a?dt = /a2 cosh(x)? d.
On intégre ensuite par partie
/a2 cosh(x)?dr = a”®sinh(z) cosh(x) — /a2 sinh(z)? dx

= a?sinh(z) cosh(z) + /aQ(l — cosh(x)?) dx

d’oit I'on obtient [ a®cosh(x)?dx = % (sinh(z) cosh(z) +t). On effectue main-
tenant le changement de variable inverse x = arcsinh(%) pour aboutir a

2/t t t
/\/ 12 +a2dt = % <— cosh (arcsinh (—)) + arcsinh (—)>
a a a

t 2 t
= 5\/ 2+ a2+ %arcsinh (—) )
a

(d) Une intégration par partie donne

/+°° arctan(t) gt — _ arctan(t) ‘+<>O N 1 /+°° 1 i@t
1 (1

13 o L T2 T 2)
 arctan(?) roo N 1 /+°° 11

20 L "2), 7 1t

_ 2 (—arctan(t) + ! + arctan(t)) e
2 t? t 1



